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■ - distribuées aux élèves de l’École polytechnique. 

On n’a pas cru pouvoir y faire aucun changement : 

' seulement on a profité de quelques corrections 
-yi' ou additions laissées par M. Navier lui-même. Les 
épreuves ont étéTêvues ch partit par M. Liouville. 
> et en partie par M. Catalan. Les notes placées à 
> ; la fin du volume sont de M. Liouville. If auteur 
aurait désiré les rendre plus nombreuses et leur 
; donner plus d’étendue, mais ses occupations ne 
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travail, il y reviendra plus tard et en fera le sujet 
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RÉSUMÉ 



LEÇONS D’ANALYSE 


DONNEES 



DES FONCTIONS DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES 


( 


1. L’analyse aljjébrique considère les relations qui 
existent entre des quantités connues et des quantités in- 
connues , relations qui sont exprimées par des équations. 
Elle a pour objet principal de trouver les valeurs déter- 
minées des inconnues qui satisfont à des équations don- 
nées. En général chaque inconnue prend une valeur uni- 
que lorsque les équations sont du premier degré, ou 
plusieurs valeurs dillérentes lorsque les équations sont 
d’un degré plus élevé : mais ces valeurs sont toujours 
des quantités déterminées réelles ou imaginaires. 

L’analyse dilTérentielle et intégrale, et toutes les 
.parties des mathématiques qui en dépendent, considè- 
rent les relations qui existent entre les quantités con- 

1 


2 ■ — 

statues {c’esl-à-dire qui cop^ervent toujours une même 
valeur ) et les quantités variables. Ces relations sont 
toujours exprimées ou censées exprimées par des équa- 
tions. Mais le nombre des quantités appelées variables 
étant plus grand que celui des équations, ces quantités 
peuvent prepdfe une inüuité de valeurs différentes, 
qui sont seulement assujetties à satisfaire aux équations 
données. 

2. Admettons que la question dont on s’occupe com- 
porte n équations, et qu’il y ait un nombre m de varia- 
bles plus grand que n. Comme n équations ne peuvent 
déterminer que n inconnues, il y aura m — n variables 
dont les valeurs demeureront arbitraires. Mais quand 
on aura fixé ces valeurs à volonté , celles des n autres 
variables se trouveront entièrement déterminées. C’est 
ce qu’on exprime en disant que ces dernières variables 
sont fonctions des premières. En général on distingue 
dans chaque question : 1° les variables indépendantes 
auxquelles on peut attribuer des valeurs quelconques ; 
2“ les variables dont les valeurs sont déterminées quand 
on s’est donné celles des premières , et qui en sont des 
fonctions. On peut choisir à volonté celles des variables 
qui seront indépendantes ; mais les formes du calcul 
exigent que ce choix étant fait , rien ne soit changé à cet 
égard dans le cours de l’opération ; ou du moins un tel 
(■hangement exigerait des précautions et des transfor- 
mations particulières. 

Pour fixer les idées , considérons deux variaUes se, y, 
entre lesquelles il existe une .seule équation. La valeur 
de l'une de ces variables , de x par exemple , peut être 
prise arbitrairement; mais à cette valeur arbitraire cor- 
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respolulfa toujours une valeur d{éterBÛ.Dée pourj^. Ainsj 
X sera la variable indépepdante , et y une ionplion de x. 

Si l’on avait trois v;>rjaWpe x, y, z, et une seule 
éqi^ation entre ces variables , pn pouirai^ regarder y: 
et y comme indépendante^ , e^ ^ sprait bmcHon de or et 
jr. Mais s’jl existait deux équations en^pe X, y et z, la 
seule variable a: serait indépen4ante , et les yari^les^et 
z seraient chacune fonction 4e x. 

Ces notions s’étendront facilement pux cas pu l’pp 
aurait un plus grandnombre de variablef et d’équatipf». 

3- Op exprime qu’une quantité y est fonction d’une 
aptre quantité x ( c’es.‘-à-4ixe que y doit prendre une 
valeur déterminée quand pn donne à X une valeur ar- 
bitraire) en écriyanit 

y ==/{ X ) QU ^=;:F ( j), etc. 

Lorsque z est ibnction de deux variables x, y, on écrit 

^=/(x,y) ou z = F(j:^); 
et ainsi de suite. 

Une expression analytique formée d’une manière 
quelconque des variables x, y, z et d’autres quantités 
constantes s’exprimera donc par F {x,y,z), en sorte 
qu’une équation quelconque entre les variables x,y, z 
est représentée par 

f ix,y,z) = 0. 

Si colle équation est résolue par rapport à z, elle 
prendra la forme z= y{x,y). 

4. 6oit la relation donnée, 

y=fix): 

admettons que l’on attribpe à la variable indépei^ante 
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X toutes les valeurs possibles depuis — oe jusqu’à -f oc . 
et considérons les Valeurs correspondantes que pren- 
dra la fonction La géométrie donne le moyen de se 
représenter facilement la succession de ces valeurs. On 
peut prendre x pour une abscisse comptée à partir 
d’une origine fixe sur un certain axe , et y pour l’ordon- 
née correspondante comptée sur un axe perpendiculaire 
au premier. Les valeurs àej correspondantes à celles de 
X dans l’équation donnée =f (a;) appartiendront à une 
ligne MN {fig. î), dont la figure indiquerii la marche 
des valeurs dont il s’agit. Il est nécessaire d’avoir tou- 
jours présent à l’esprit , non pas telle v.ileur particu- 
lière de X et la valeur correspondante dey, mais l’en- 
semble des valeurs correspondantes de ees deux variables. 

5. Parmi les propriétés que peut offrir la fonction 
ou la ligne qui représente cette fonction, la 
plus remarquable,- ce ll e q u i Polajet principal du cal- 
cul différentiel , et dont la considération se reproduit 
constamment dans toutes les applications de ce calcul à 
la physique et aux arts , est le degré de rapidité avec le- 
quel la fonction varie lorsque la variable indépendante 
X vient avarier. Ce degré de rapidité de l’accroisse- 
ment de la fonction , quand on fait croître la variable , 
peut dilférer, non-seulement d’une fonction à une au- 
tre , mais encore pour la même fonetion , suivant la va- 
leur attribuée à la variable, à partir de laquelle on 
suppose que l’accroissement de cette variable a lieu. 
Pour nous former des notions précises sur ce point , 
attribuons à x une valeur déterminée représentée par 
OP , à laquelle correspondra une valeur également 
déterminée y=f (x), représentée par MP. Supposons 
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pnsuite que x ctugmeute à partir de cette valeur d’une 
quantité quelconque que nous désignerons par àx, et 
qui sera représentée par PQ. La fonction^ variera en 
conséquence d’une certaine quantité que nous désigne- 
rons également parj^, en sorte que l’on aura 

ou 

La nouvelle valeur affectée par la fonction jy est re- 
présentée dans la figure par NQ, et NR représente ou 

la variation subie par cette fonction. Le rapport 

de l’accroissement dé la fonction à celui de la variable . 
dont l’expression est 

l^y _ /{x-\-^x) —f{x) 

\x ùx 


est représenté par la tangente Irigonométriqiie de l’an- 
gle NMR formé par la sécante MN a^rec l’axe des x. 

6. Il est visible que le rapport est l’expression 

naturelle de la propriété dont nous avons parlé, c’est- 
à-dire du degré de rapidité avec lequel la fonction y 
croît quand on fait croître la variable indépendante 
X : car plus la valeur de ce rapport sera grande , 
plus l’accroissement de la fonction sera considérable 
quand on fera croître la variable de la quantité don- 
née SX. Mais il est bien important de remarquer 


S y , , 

que la valeur de ( à l’exception du seul cas où la 


ligne MN serait une ligne droite) dépendra non-seule- 
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ment de la valeur attribuëé à x, c’èit-à-dife dU pdittt M 
où l’on s’est placé sur la courbe , mais encore • dé la 
grandeur absolue attribuée à l’accrdissement Ai:. Si 
tious laissions cèt accroissement arbitraire , nous sé- 


rions dans l’impossibilité d’assigner au rapport ■ — dont 


A j: 


il s’agit aucune valeur précise , et il est absolument né- 
cessaire d’adoptel’ üne convention qui fasse disparaître 
à cet égard toute indécision. 

Supposons qu’après avoir donné à Ao: une valeur quel- 
conque, à laquelle répondra une certaine valeur pour A^ 
et une certaine direction de la sécante IVÏN, on diminue 
progressivement la valeur de ajt, 'en sorte que cet ac- 
croissement finisse par devenir égal à zéro. L’accroisse- 
ment correspondant A^ variera en conséquence, et tendra 
également en général à devenir égal à zéro. Le point N 
tendra à se confondre avec le point M , et la sécante MjN 
à coïncider avec la tangente MT menée à la courbe au 

pointM. Quant au rapport — des deux accroissements, 

il s’approchera également d’une certaine limite , qui est 
représentée par la tangente trigonométrique de l’angle 
TMR formé par la tangente MT avec l’axe des abscisses. 

Si la variation ajt était négative et dlbiinuait 
l’abscisse x au lieu de l’augmenter, on pourrait faire 
les mêmes remarques. A mesuré que la valeur absolue 
de cette variation serait supposée plus petite et s’appro- 
chant davantage de zéro, la variation correspondante 
i'j de l’ordonnée approcherait également de zéro. La 
sécante menée par les deux points de la courbe corres- 
pondants aux abscisses v + Aj- et r ifendrai't dé plus en 
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|>lüs à secûofbiidre aTec la taiigenta menée au point M 
correspondant h l’abscisse a-. Enfi® la valeur du rapport 

J 

des deux variations s’approcherait indéfiniment de 

Fa limite dont on a parlé ci-dessus , * c’est -à-d»re de la 
tangente trigoDométriqüe de l’angle compris entre la 
tangente de la courbe et l’axe des abscisses. 

7. On voit <jUé lorsque l’accroissement ix , et par c<)n- 
séqueut l’accroissement correspondant , diminuent 
progressivement et tendent à devenir égaux à eéto , le 

rapport de ces accroissements s’approche en général 
d’une limite dont la valeur est finie et déterminée. Or la 
valeur du rapport correspondante à cette limite doit 

être considérée comme donnant la mesure véritable et 
précise de la propriété dopt il a été question a° S , c’est- 
à>dire de la rapidité avec laquelle la fonction varie quand 
on fait croître la variable indépendante : car il ne res^ 
dans l’expression de cette valeur rien d’arbitraire ; elle ne 
dépend plus des valeurs absolues des deux accroissements 
ax et , ni de la figure de la courbe à une certaine 
distance finie de part et d’autre du point M. Edle dépenfl 
seulement de la direction de la courbe en ce point, e'esl- 
à--dire de l’inclinaison de la tangente sur l’axe des ab- 
scisses. Le rapport , ainsi déterminé , exprime ce que 
Newton nommait la fluxion de l’ordonnée. Quant à la ma- 
nière d’en trouver dans chaque cas particulier la valeur, 
il est visible qu’il suffit de considérer l’expression gérié- ' 
taie 
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et de voir (quelle est la limite dont cette expression s'ap- 
' proche à mesure que Ax prend des valeurs de plus en 
plus petites , et tend à devenir égale à zéro. Cette limite 
sera une certaine fonction de la variable indépendante x, 
dont la nature dépend de celle delà fonction donnéey(jJ). 

8. Il est nécessaire de distinguer le cas où l’on regarde 
ainsi l’accroissement sx de la variable indépendante 
comme s’approchant indéfiniment de zéro , ou ayant une 
valeur iiilflétermiuée plus petite que tout nombre donné. 
Cet accroissement est dit alors infiniment petit. L’ac- 
croissement correspondant a aussi alors en général 
une valeur plus petite que tout nombre donné , ou infi- 
niment petite , dont le rapport avec àx est déterminé. 
Ce rapport doit être regardé comme s’approchant indé- 
finiment de la limite dont il a été question ci-dessus , ou 
différant de cette limite d’une quantité moindre que tout 
nombre donné. • 

La considération de la limite dont il s’agit étant très- 
ÿmporlante , les géomètres lui ont affecté des dénomina- 
tions et des signes particuliers. Les variations ^x et 
sont appelées en général les différences de la variable x et 
de la fonction jy , parce qu’on considère Aa: comme la dif- 
férence de deux valeurs consécutives de a: , et comme 
la différence des deux valeurs correspondantes dey. Mais 
si Ax et iiy sont supposées infiniment petites , ces diffé- 
rences sont alors appelées les différentielles des variables 
X et y ; et pour distinguer ce cas on emploie la caractéris- 
tique à la place de A , en écrivant dx et dy. La limite 

vers laquelle tend le rapport —, à mesure que AX dif- 

j , . , dy 

fère de moins en moins de zéro , est exprimée par 
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La fonction de xqui donne la valeur de la limite ^ est 

appelée coefficient différentiel , ou , d’après Lagrange , 
fonction dérivée , parce qu’elle dérive de la fonction pri- 
mitive f{x) , et peut se déduire de cette fonction par des 
opérations déterminées. 

En considérant sous ce dernier point de vue la limite 
dont il s’agit, Lagrange représente la fonction dérivée de 
y ouf (x) par y ou par ff {x\ , notations qui sont fré- 
quemment employées par les géomètres. 

9. Remarquons que la distance NR, qui représente la 
dillérence Ay, est composée de deux parties TR et NT , 
qui toutes deux tendent à devenir nulles quand \x ap- 
proche d’étre égal à zéro. Comme l’angle TNR a pour 

tangente trigonométrique la limite de , ou on 
' dy 

a TR = A X. Quant à la ligne NT , puisqu’elle de- 
vient nulle en même temps que Ax , on peut la représen- 
ter en général par oAx , u désignant une fonction de x et' 
de Ax. Nous écrirons donc généralement 




l^y dy 

— = - 7 - -J- w. 
AX dx 


Tant que les accroissements Ax et ty conserveront des 
valeurs subsistantes , aussi petites qu’on le voudra , la 
quantité o> conservera elle-même une valeur semblable ; 
mais si l’on pose ax=0 , on aura «=0 , puisque , dans 

cette hypothèse , le rapport — devient égal à 

ii*z' djc 

Si donc on veut indiquer que l’on considère , non pas 

^ y 

la valeur véritable du rapport-^, mais la lirni^e vers 
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laquelle tend cette valeur lorsque et àjr tendent à de- 
venir égaux à zéro , ce que l’on fait, comme on l’a dit ci- 
dessus , en remplaçant ùx par dx et par dy , il faudra 

supposer w nulle , et écrire sitnplement dj^ s* dx. 

C’est ce qu’on exprime en disant que la diflérentielle de 
la fonction y est égale au produit de la dilléi^ntielle dx 

de la variable indépendante par la limite du rapport 
des différences correspondantes des deux variables j 

et c’eSt par cette raison que cette limite — est nommée 

coefficient différentiel. Le principe dont il s’agit est mis 
en évidence par la nature de la notation que nous pré- 
sentons ici et que les géomètres ont généralement adop- 
tée d’après Leibnitz. 

10. En résumant les notions précédentes et considé- 
rant une fonction quelconque d’une seule variable in- 
dépendante X, on doit se représenter la variable x comme 
croissant progressivement depuis — « jusqü’à -f oo.et pre- 
nant successivement des valeurs dont chacune surpasse la 
précédente de lo quanti lé dx supposée infiniment petite, 
c’est-à-dire plus petite que toute grandeur donnée. Cette 
quantité dx , exprimant la différence de deux valeurs 
consécutives de x, peut être supposée à volonté constante 
ou variable dans toute l’étendue de la série. Mais. quand 
il s’agit d’une variable indépendante ,.il est plus simple , 
et dans l’eSpritdü calcul différentiel , de supposer la dif- 
férentielle dx constante. A mesure que l’on passe ainsi 
d’une valeur a de x k une autre valeur A, par un nombre 
infini de termes intermédiaires séparés par l’intervalle 
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constant , on passe également de 'la valeur b de la 
fonction^, correspondante à la valeur a de a:’, à la valeur 
B correspondante à la valeur A. Chaque fois que x croit 
delà diHérentielle dx , varie delà difiérentielle corres- 
pondante dy, qui peut être positive ou négative. Nous ré- 
gardons la différentielle d x , qui est arbitraire, comme 
constante , et nous lui attribuons toujours la même va- 
leur, quelle que soit x. Mais xetdx étant données , dy 
dépendra de lit Oature de la fonction. On connaîtra éette 
dernière difiérentielle quand OQaurct déterminé, enfoOC- 

tion de la variable x, l’expresi^(|^ë la limite du rap- 


port ^ , puisque l'on a tou| 


dx 

dx 


Cette 


limite exprime et mesure la rapidité avec laquelle la 

valeur de la fonction varie dans les diverses parties de son 
cours , à mesure que la variable varie elle-même. 

11. Nous n’ajouterons ici qu’une remarque dont l’évi- 
dence est bien frappante. C’est que les diQérentielles in- 
diquées ci-dessus par dx et dy représentent toujours 
des quantités de même nature que les quantités repré- 
sentées par les variables x et y. Ainsi dans la géométrie, 
ïorsquè’x représente .une ligne, une aire, un volume, 
la difiérentielle dx représente elle-même une ligne, une 
aire ou un volume. Les différentielles sont des quantités 
censées plus jietites què toute grandeur donnée; mais 
cette hypothèse n’altère pointla nature de ces quantités : 
dx et dy sont toujours homogènes avec x et y, c’est-à- 
dirè présentent toujours le même nombre de dimensions 
de l’unité au moyen dé laquelle les valeurs de Ces varia- 
bles sont exprimées. 
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11 . DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS SIMPLES ü'tJNE 
SEULE VARIABLE. 

12. Différentier une fonclion , que nous dési^^nons 
toujours par 

c’est chercher l’expression de sa différentielle dy, ou de 
la variation infiniment petite que subira lorsque la va- 
riable indépendante x croîtra de sa différentielle dx. 
D’après ce qui a été dit dans l’article précédent, cette 
recherche se réduit à considérer le rapport 

ax Ax ’ 

et à déterminer la limite -j— , dont la valeur de ce rap- 
• dx '■ 

port s’approche indéfiniment à mesure que ix approche 
de devenir égale à zéro. On aura eu eüet pour la diffé- 
rentielle cherchée 

dv 

dv = -^.dx. 

•' dx 

Or il existe dans l’analyse un petit nombre de fonctions 
simples ou élémentaires pour lesquelles l’expression de 
la limite dont il s’agit exige une recherche spéciale. 
Quand on l’aura effectuée pour ces fonctions , une fonc- 
tion quelconque, qui sera toujours composée des pre- 
mières, ne présentera plus de difficultés. 

' 13. Ces fonctions simples sont: 1° la fonction x", 

c’est-à-dire la variable élevée à une puissance marquée 
par l’exposant m, qui peut représenter tout nombre 
constant entier ou fractionnaire , positif ou négatif- 
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ü'j La fonction logarithmique, ou log. jî. On sait que 
l'on entend par log. a:, l’exposant de la puissance à la- 
({uelle on doit élever un certain nombre constant, appelé 
la hase du système , pour obtenir le nombre x ; en sorte 
que fl désignant cette base, on aa'°S'*=a:. Par consé- 
quent, en donnant la fonction log.jc , il faut toujours 
donner la base a du système auquel appartient le loga- 
rithme. 

3“ La fonction exponentielle a”, dans laquelle la va- 
riable est l’exposant de la puissance à laquelle un nombre 
constant doit être élevé. 

Les fonctions trigonométriquessin.xetcos. x, dans 
lesquelles x désigne un arc 'quelconque compté d’une 
origine fixe sur la circonférence d’un cercle dont le rayon 
est égal à l’unité. 

Nous allons considérer successivement ces diverses 
fonctions. 


I» Fonction , m désignant une constante. 

Ils. Le cas le plus simple est celui où l’exposant m est 
un nombre entier positif. Il est très-facile alors de trou- 
ver la diilérentielle de la fonction^. La formule générale, 
rappelée n® 12, donne 

J 

{x+^x)" — JT" 

• r ^X ’ 


ou eu développ?" ,t le terme {x+ Aa;)"* par la formule du 
binême de Newton, qui est démontrée dans les éléments 
d’algèbre pour le cas de l’exposant m entier et positif, 


Av 

— s=mx"~' 
ijr 


m(m — 1) - mlm — — 2) 

. x--*(Aj:)’+ +(Ax)— . 
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Or, quand ir lend à devenir nulle, tous les termes du 
second membre tendent également à devenir nuis, à 

ûv 

l’exception du premier. La limite du rapport ~ , c’est- 

à-dire le coefEcient différentiel ou la fonction dérivée de 
X", est donc 


-Z 

~dx 




et l’on a par conséquent , pour la différentijç)lg de cçtte 
fonction , 

dy = mx^-' . dx. 


Itt. Cette formule donne également l’expression dçla 
différentielle demandée, quelle que soit la cpnstsnte m. 
Ppur le démontrer , observons que l’on u ( )" ~ 

t+ — j .X" , d’où il suit que la quantité^ peut être 


mise sous la forme 



Soit fait pour abréger-^ =«. On voit qu'il s’agit de 
trouver la limite dont s’approche indéfiniment le rap- 
port lorsque la quantité « tend à devenir égale 


à zéro. Or, a étant supposée infinimei|,t petite , on peut 


écrire évidemment 


(!+*)"• =l+€, V 


té 


C étant également une quantité infiniment petite qui 
deviendrait nulle en même temps que x. L'expression 

précédente de ^devient alors 
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en sorte que tout se réduit à trouver la limite du rap- 

e 

port 

a • • 

16. Pour y parvenir, considérons l’expression 


( l+«)* 


et proposons-nous de trouver la limite vers laquelle tçnd 
sa valeur lorsque a tend à devenir égale à zéro, * étaftt 
regardée comme pouvant prendre une valeur quelconque^ 
pourvu qu elle soit plus petite que toute grandeur don- 
née , on peut écrire a = , en désignant par i un nombre 

^ • 
entier plus grand que tout nombre donné- L’expression 

dont il s’agit devient alors 



et en la développant par la règle du binôme , on a 


(-1) = 


^ . 1 *(» — 1 ) 


1 , 2 ) 1 




2.3 


• p + etc.; 


1 + 


ou, ce qui est la même chose , 

* e\ n ' fx a 




1 + 1 + • 


2.3 


2.3.4 


Mais quand on suppose que i augmente indéfiniment , 
les numérateurs de chacun des termes de ce développe- 
ment tendent tous à devenir égaux à l’imité. D’où l'on 
conclut que la limite dont s’approche indéfiniment l’ex- 


■+ etc. 
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pression proposée (l+a)*, lorsque a tend à devenir nulle, 
est exprimée par la série ' 

1 1 


1 + 1 + ^^ + 2.3 + 2 . 3.4 


2.3.4. 5 


+ etc. 


Cette série est évidemment convergente, c’est-à-dire 
qu’en prenant un nombre de .termes de plus en plus 
grand , les résultats approcheront continuellement d’un 
certain nombre irratioimel qui ne sera pas dépassé. En 
eflet , tous les termes étant positifs , leur somme aug- 
menté progressivement à mesure que l’on en prend un 
plus, grand nombre , et l’on distingue facilement deux 
limites entre lesquelles cette somme est comprise. Sa 
valeur est plus grande que 2, et plus petite que 2 aug- 

- , , ... 1111 , 

mente de la progression géométrique + g + 

La somme de cette dernière progression étant égale à 
l’unité quand on la suppose prolongée à l’infini , on voit 
que la valeur de la série est comprise entre 2 et 3. Le 
calcul en est facile , et en se bornant à six décimales on 
trouve 




-+ etc. =2,718282. 


Ce nombre étant d’un grand usage dans l’analyse, les 
géomètres le représentent par la lettre e. 

Il résulte donc de ce qui précède que l’expression 

(1+»)* a pour limite, lorsque xtendàdevenir égaleà zéro, 
un certain nombre représenté par e, dont l’expression 
est ^ 

c= 1+1+^ +^+^ + etc. = 2,718282; 
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et l’on peut rem.irquer que cette proposition subsiste 
également lorsque a est négatif. Car on peut écrire • 



f désignant une quantité infiniment petite qui devient 
nulle en même temps que ; d’où l’on tire 

I I 


(1 — a) *= (l+«): 

la limite du second membre étant le nombre e , ce nom- 
bre est également la limite du premier membre. 

17. Cela posé, revenons à l’équation écrite n® 15 

(l+a)»= 1+e. 

Eu prenant des deux parts , dans un système quelconque, 
le logaritlxme , il viendra 

m log. (1+a) =log.(l+e), d’où = 

log.(l+j) 

Mais en supposant « et S infiniment petits, ou a à la limite 
1 1 
(l+a)“ =e, (1+e)^ = e, 
et par conséquent 

ilog.(l+,) = log.e, îlog.(l+6) = log.e, d’où|^;||^j = 1 
Donc 

e 

- = m. 

Ainsi l’on trouve en général pour le coelEcient différen- 
tiel ^ l’expression 

mx"—' , 

S 




1 

s 
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qui avait été obtenue dans le n* lük pour le cas de l’expo- 
sant m entier et positif, et d’où l’on conclut 

d{x^) = mx^—' . dx. 


18. Nous remarquerons deux cas particuliers , qui se 
présentent fréquemment et que l’on doit avoir présents 

à la mémoire. 1° Lorsque m=^la formule précédente 

A 

donne 

2kx 


2o Lorsque m = — 1 , elle donne 



= d (x-‘)= — 


dx 

~x'' 


3* Fonction logarithmique^ =Iog. x. 

19. La formule générale du n» 12 donne 

iogYi+^"i 

t^y ^ log.(x+Ax) — log.x V X / 

Ax Ax 


A X 


Mais d’après ce qu’on a vu n° 16 , on a , lorsque Ax de- 

, /. Ax\ Ax 

vient extrêmement petit, log. I 1+-^ l=~log. e. 


Donc 


dy 1 


et 


dy=^\o^.e. 


20. Le logarithme est supposé pris dans un système 

quelconque ; si on le prend dans le système dont la base 

est le nombre e , log. e=l, et l’on a simplement 

' dx 

d.\o^.x=—. 
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Ce dernier système est celui des logarithmes appelés 
ou hyperboliques , ou népériens , du nom de Neper , 
inventeur des logarithmes, et qui sont généralement em- 
ployés dans l’analyse. Nous les désignerons simplement 
par la caractéristique /, afin de les distinguer des loga> 
rithmes pris dans un système quelconque qui seront dé- 
signés par la caractéristique log. Ainsi l’on aura 
<2.1og.ar log.e d.lx 1 

dx X dx X 

S** Fonction exponentieHe^^a”, a désignant une constante. 

21. Nous avons ici , d’après la formule du n® 12 , 
e^y — a* — 1 

ûjr \x tsx 

Soit fait Aa7=x ; nous pourrons écrire 

a» = l + e. 


6 étant considéré , aussi bien que « , comme une quan- 
tité qui peut approcher indéfiniment de zéro. Donc 


tsx a 


et il s’agit de connaître la limite vers laquelle tend le . 

g 

rapport - lorsque a et 6 tendent à devenir nnlles. Pre- 
nant des deux parts , dans im système quelconque , les 
logarithmes dans l’équation 

«“= 1 + 6 , 

on* a.**' 

alog.« = log. (1+6), 
et par conséquent 

a log.(l+6) 
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Or, d’après le n® 17, la limite de — — ^ est log. e. 

Donc à la limite 


d’où l’on conclut 
dy _ log. a 
dx log. e 


loga 

loge 


• a- , 


et 


d.a’ = . a*dx. 

log. e 


22. Si les logaritlimes sont hyperboliques ou népé- 
riens, log. e=l, et l’on a simplement 

d .a* =^la.a*dx. 

Donc lorsque la' constante a=e [voyez ci-dessus n* 16), 
rf.e® = e*dx. 


La fonction e* se reproduit par difîérentiation, le coef- 
ficient dilïérientiel ou la fonction dérivée ne différant 
point de la fonction elle-même. 

Au reste , on verra , n“ 3S , que la différentielle de a* 
peut se déduire immédiatement de celle de log. x. 

40 Fonctions trigonométriques^ = sin. x et_^ = coi. x. 

23. En posant 

y XX. sin.x 

nous aurons 

Ay sin.(x+Ax) — sin.x, sin.'Ax / 1 

-z~ — — cos. ( X + - A X ) r 

ax ax ;ax \ 1 j 


lorsque ax approche indéfiniment de zéro , le rapport 

de sin. j A x à l’arc j ax tend vers l’unité, qui est sa li- 

* 

mite : la limite de est donc 

ax ' 

dv 

, -j- = cos. X ; 

dx 
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tfoù i’on conclut que' ' 

d. sin jr = cos. x .dx. 
De même en posant 

y = cos. X , 

on a 

cos.(o:+ij:)— i^cos.j: sin 

ûx ûx 

dont limite est 

dy 


n.\^x . / 1 \ 

sin. (’x 4* - A j: I, 

;ax V 2 / 


dx 


— — sin.x; d’où d.cos.x= — siii.x.rfx. 


Ainsi la fonction dérivée de sin. x est cos. x ; et récipro- 
quement , la fonction dérivée de cos. x est sin. x , mais 
pris avec le signe — . 

D’ailleurs, la différentielle de sin. x étant connue, on 
en déduit immédiatement celle de cos. x. C’est ce qu’on 
verra au n» 33. 

• . ' I" . 

’ ’ ' : ‘ 

III. DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPOSÉES OU 
FONCTIONS DE FONCTIONS d’uKE SEULE VARIABLE. 

2k. Les fonctions dont on vient de s’occuper doivent 
être regardées comme les éléments simples dans lesquels 
se résolvent toutes les expressions de l’analyse (du moins 
tant que l’on ne considère pas la partie de cette science , 
qui est du ressort du calcul intégral ). £<u effet , toute 
formule est composée des fonctions dont il s’agit , com- 
binées entre elles , soit par le moyen ides signes qui in- 
diquent les opérations ordinaires de l’algèbre , soit par 
l’usage des car|ictéristiques log., sin., cos., que l’on peut 
regarder comme indiquant d’autres opérations plus com- 
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pliquées , et dont rexécution.a été facilitée par la con-> 
st^uction des tables. La recherche directe de l’expression 
de la diflérentielle des trois fonctions x”, log. x et 
sin. X , a dû nous occuper d’abord : on peut y ramener 
la détermination des deux quantités a”, d. cos. x que 
nous avons obtenues tout-à l’heurc^ar des procédés par- 
ticuliers. A l’égard des autres fonctions plus composées , 
il existe des règles faciles , par le moyen desquelles on 
réduit la recherche de leur différentielle à la recherche 
de la différentielle d’une fonction plus simple contenue 
dans la première. En appliquant ces règles , on parvient 
progressivement aux derniers éléments dans lesquels la 
fonction proposée peut se résoudre , et qui se trouvent 
toujours (en exceptant certaines expressions dont on 
s’occupera en traitant du calcul intégral ) l’une des fonc- 
tions simples qui ont été le sujet de l’article précédent. 
Sachant donc différentier ces fonctions , on sait égale- 
ment différentier toutes les autres. 

Pour faire connaître lés règles dont on vient de parler, 
soit en premier lieu 

ûr—f{y), 

V désignant une fonction quelconque de x. 11 s’agit 
d’avoir la diflérentielle de la variablejj', qui est ici ce que 
l’oii nomme \me fonction de yoncïion de la variaHe in- 
dépendante X ; c’est à^ire la variation infiniment petite 
que subit y lorsque x augmente de la quantité infini- 
ment petite dx. En revenant toujours au principe énoncé 
n*12, et désignant parAp<raccroissementde la fonction 
correspondant à l’accroissement n.r de X , on aura 

^ —/(*') ' 

a .r A X ’ * ■ ■ 
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qui peut s’écarire 

^7 _ /(>>) ^ i 

5 j; A J' ' Aj: • , • * 

» 

Supposant ensuite que s’approche indéfiniment de 

A d 

zéro , on devra à la limite remplacer par ^ , et 

dy 

dv' 


Ù.V ■ 
dx 


par-^. Donc 


dy dv 
dv ’ dx,’ 


dydv 

ijidx 


Ainsi le coefficient difi'érentiel demandé s’obtient 
f dx 

ici en prenant d’abord le coefficient dilTérentie} g, 

comme si v désignait une variable indépendante , puis 

mtilüpliant par qui est le coefficient diflîk'entiel 

de la fonction v pris par rapport à la variable indépeu^ 
dante x. 

A cause de ^ <ir a* , l'équation ^ ^ . ffcc 

* â ' * 

revient à celle-ci dy = dv dont la forme est la même 

que si V était la variable indépendante. En posant , par 
exemple , , et se rappelant la formule du n« 

on en conclut que rm^~'dv, quelle que swt la 

fonction»'. . 

25. Si l’on avait ’ 

x=Ap)> 

P étant fonction dé et v fonction de x, pn aurait 
,, , dy dy dp . 

abord . d apres la réglé precedente , ^ ^ Mais 
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d apres cette meme règle ^ ^ : donc 


dy dp dv , 


. éZ = ^^P.— et 

^ <Zx «Zp» «fr ’ 

Kt ainsi de- suite. 

26. Soit en second lieu 

.r =/(«.<'), 

U et V désignant deux variables qui sont elles-mêmes 
des fonctions de la variable indépendante x ; il s’agit 

/ ^ Y 

toujours de trouver le coefficient différientiel Remar- 
quons (Jue la différence ày ou 
de la fonction proposée est identiquement égale à 
■ f{u+£iuy) — /(tt,p) +/(u+Am,(H-ûv) —f . 


Donc 
. — = 


/(/i+A«,v)-/(M,v) _ /■(u+iu, v) 

^x üx 


Quanta la limite vers laquelle tend cette expression lors- 
que £tx tend à devenir égale à iéro , celle du premier 

terme est évidemment , d’après ce qu’on a vu ci-dessus, 
dy du,, 

-r- . La limite du second terme, si àu était con- 

du dx . , 


stante , serait 


d.J\u->r^u,v) dv 


mais comme Sut devieni 


dv dx ’ 

nulle en même temps que ax', cette dernière quantité 
. t ''.'i ,1'. d.f[u,v) dv d,y dv 


ne difière point de 
cela 


dv 


■ 7—, ou-T^ D’après 
dx dv dx . ‘ 


dy dv du dy dv , f dy du dy dv\ , 

On v(Mt*donc que le coefficient différentiel demandé 
s’obtient en prenant successivement les coefficients diffé- 
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rentiels par rapport aux deux foiicliôns u et »> , c’est-à- 
dire en regardant successiTement u seule comme varia- 
ble , et V seule comme variable, et ajoutant les résultats. 
27. Si l’on avait 


les trois variables t , u, v étant des fonctions de la va- 
riable indépendante x , une méthode semblable (*) con- 
duirait à l’expression 

dy dy dt dy du dy dv 

dx dt dx du dx: dv dx ’ 

d’où ; 


dy=(±± + ±±i + ±±')dx; 

^ \dt dx du dx dv dx) ’ 


et ainsi de suite s’il y avait un plus grand nombre de 
fonctions dépendantes de la variable x. . . » 

t 

Usage des réglés précédentes. 


28. Les seules règles qui viennent d’étre exposées , 
réunies aux résultats présentés dans l’article II , suffisent 
pour trouver la diilérentielle d’une expression analy- 
tique quelconque. Nous ajouterons ici quelques remar- 
ques propres à faciliter ce genre d’opérations. 

Lorsque la fonctiou est composée d’une autre fonction 
combinée avec une constante par addition , soustraction 
ou multiplication , la notion seule de la différentielle 
suffit pour indiquer le résultat. Ainsi 

y = a + v donne dy — dv 
y = a — v dy = — dv 

' Y = ttv dyssadv. '* 

A (*) Il faudrait obterrer alors que la diOéreacè est IdcntijnlMBeBt * 
égale à + 

y(r.^ + .iu,r + ai>) — y(«+A<,M + Au.i'). ^ ■* 
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■ On a .déjà vu ( d„ 24 ) que 


d ) = mv"—' . dv , 

m étant une constante quelconque. 

29. Lorsque la fonction est composée de plusieurs 
fonctions ajoutées entre elles, multipliées ou divisées 
les unes par les autres , le résultat se déduit de la règle 
des n°* 26 et 27. Désignant toujours par t, u,v des fonc- 
tions de la variable indépendante x, 


= donne djr '= du+dt> 

y=ut> dy ■=.vdu'^udv 

y — tuv dyx uvdt + tvdu + tudi> '' 

_u J du udt> vdu — udv 

y ^ y ^ ‘ ' ' ' ’ 

La dernière expression s’obtient en’ observant que 

a.r = d.\r-^= 

V \r 

Si l’on veut que la diilérenticlle dy soit exprimée au 
moyen de la dÜTércntielle dx de la variable indépen- 

J d i d U 

dante , .on remplacera dt, du et dv ^ ^ 

dx 


30. Nous considérerons maintenant les combinaisons 
les plus simples auxquelles donne lieu l’usage des fonc- 
tions logarithmiques, exponentielles et Irigonométri- 
ques, que les géomètres appellent communément fonc- 
tions transcendantes. 

La marche à suivre pour obtenir la dillérentielle con- 
siste toujours à mettre la fonction proposée sous des 
formes semblables à celles des fonctions générales qui 
ont été considérées dans les n" 24 et suivants , c’est-<\- 
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(lire à distinguer le& quuati tés -que, l’ou regardera comme 
fonctions les unes des autres, jusqu’à ce qu’on parvienne 
aux fonctions les plus simples. Soit . ■ 

jr±=l{lx). 

Cette formule revient à 

Y = h, et l’on a = tx. 

Donc, d’après les n“* 20 et 24 . 

dy 1 dv 1 ^ 

dx V ’ dx x’ 

d’où ‘ 

dy \ , dx 


3l. Soit 
qui revient à 


dx x.lx ** ^ x.lx 


y — d-’ 


y = a’, en posant v = à*. 
D’après les n** 23 et 24 , on aura donc 


=la.a', 

dx 


dv 

dx 


ou 


dy 

-j— = la . Ib . at* . b" , et dy=la.lb,al>*,b*.dx. 
dx 


32. Soit encore 


y — d’ 


U et V désignant deux fonctions de la variable indépen- 
dante X. Appliquant la règle dü n° 26, c’est-à-dire dif- 
férenciant successivement par rapport à u seulç ÿ. par 

rapport à seule , on aura ^ =lu.ii^ 

du 


Donc , en ajoutant les résultats 

dy = U’ ^ - du + lu ■ dJ^ . 


^dy 
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33. Soitji'=sin.(x-4- 7 jr), ir désignant la demi-circonfè^ 
renc^du cerclé dont le rayon est 1 : en posant 
on aura 


djr 


ii V 


y^=s.n,».,- = cos.^,-=l, 


d’où résulte 
dy 


dx 


cos. (x+ijt) = — sin.'x, etdy = — sin.xdx. 


Or, le sinus de x-f-jîr est égal à cos. x. Nous retombons 
donc sur la formule déjà démontrée 

_ - d.cos.x= — im.xdx. 

On trouve ensuite pour 

sin. X 


y = tang.x = 
y = cot. X = 
y = séc. X = 


cos.x 
cos. X 
sin. X 

1 

cos. X 

1 


. dx 


cosec. j: = 


sin. X 


dy = 
dy = 


dx 


sin. X 
sin. X . dx 
cos.’x 
cos. X. dx- 


34. En supposant 


= / sin . X, on a dy=z 
‘'y = l cos'. X' dy 


^Z.sin.x cos.x 




dx: 


Sin. X 


dx 


sin. X 
d . cos. X 


sin. X 
sin. X 


tang. X 


dx: 


dx 


cos. X 


cos.x 

> 


cot. X 


. 3^. .Les géomètres appellent .fonction inverse de la 

fonctiou f{y) la fonction de «, que l’on obtient en résol- 
vant par rapport h v l’équation u=f {y). Ainsi la fonc- 
tion arc. sin. x est inverse delà fonction sin. x. On ob- 
tient facilement la dilférentielle de la fonction inverse 
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c(uaD(l on connaît celle de la fonction. £n eii'et, sup- 
posons < . -, 

= arc.sin.;c, 

et proposons-nous de trouver la différentielle dy. On a 
donc 

j; = sin.j'; 


et prenant les coefficients différentiels de part et d’au- 
tre (*) , en regardant dans le second nombre y cômme 
une fonction de x, et applicpiant la règle du n° 24 


On en déduit 


1 


COS.J^ . 


dy 

dx‘ 


dy 1 , ' 1 

dx cos. J' 


En opérant de la même manière sur les autres fonc- 
tions trigonométriques, ou trouve 


arc.cos.a 


dx dx dx 

' <j.arc.cot.x= : tt.arc. coséc.x=— ■ 


<t.arc.sin.x: 


V I— X» 

dx 


1 +x* 
dx 


xl/ X*— I 
dx 


' > J,arc. tang. x = ■ ■ ; » d . arc, sec, j; = — ■ 

1 — X* l+X 


» 

(') Quand deux fonctions / (x) , F [xJ, sont égales entre elles, 
soit pour tontes les valeurs de x , soit dans nne certaine étendue des 
valeurs de cette variable , lenrs dérivées \ et par suite leurs difi'éren- 
tielles) sont aussi égales entre elles dans cette même étendue, 
puisque des deux équations 


on tire 


/(x) = F(x), /(x+Ax) = F (x + Ax), 

k 

/( X + AX ) —f(x) _ F ( x + Ax) — F (x) 
AX AX ’ 


d'oH résulte , en passant à la limite , /' (x) z= F' (x) , C , Q , F , D. 
On aurait encore f (x )'= F' (x), si la dififérence/(x) — F ( x ) , an 
lien d'etre nulle, était exprimée par une constante C. 
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La considération des fonctions inverses pourrait servir 
aussi à ramener la recherche de la dilTérentielle de o* 
à celle de log.x. En effet de l’équation j-=a* on conclut 
log. y=slog. a . X. Donc, en prenant la différentielle 
des deux membres 

, dy , , ■ , log. a , 

log.e. — = log.a.rfjr, ou dy = - . a*dx. 

y ,log-« 

36, Il convient d’avoir présentes à là mémoire les 
expressions des différentielles très - simples que nous 
réunissons dans le tableau suivant : 


d{ax-^-b)^adx 

d. x*=ax‘‘~ 'dx 

I dx 

' X ** 

, / dx 

d.V x= — 

X 

dx 

d.i^=laM*dx 


d.sin.x=:cùtx .dx 


d .arc. . sin.a:= ■ 


dx 


</.cos x=r — sin.x.rfx rf.arc. .cos.x; 


dx 


~co*.*x 


■ dx 


~ siu.’x 

L X 

sin.x.i/x 


<^.arc..taDg. 4= 


V J— Jt* 

dx 

V \-~x' 

dx 


d.mt. . cot.x: 


1+*’ 

dx 


d . arc. .séc. x = ■ 


i+x’ 
dx' 


d.coiéc.. 


cos.x.dx 


djm..<Màc. 


■\/ X* — 1 

dx 


“ xV^x*— r 

Quant aux différentielles des fonctions plus compo- 
sées , on doit les former dàprès ce qui a été dit n° 30. 


37. Soit par exemple 

y = : 

on décomposera cette fonction comme il suit : 
y = U' , u=:av-\-b, 

Appliquant les règles précédentes , il viendra 

dy = 1111 "— 'du, duxxadv, dv=^mx'^—'dx\ 
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et en substituant • • ; 

du = a . mx^'dx 

. amx^—'dx. 

Mais l’usage du calcul montrera bientôt qu’il est su- 
perflu de poser ces équations , et que l’on peut opérer 
immédiatement sur les quantités contenues dans la fonc- 
tion proposée'. Ainsi l’on dillérentiera d’abord par rap- 
port à ce qui donnera 

dy n[ax^’\‘bY-' . rf(a.r" + ô). 

Puis pour former la différentielle on dlf- 

férentiera par rapport à a:”, ce qui donnera 

d[ax^-{‘b)=a .d{x^), 

Enffn l’on a 

d {x^) =î mx*—'dx. 

'» 

La substitution siiccessive de ces valeurs conduit à 
celle de dy. 

•Soit 

ax 

y = sin. 

]/i—a'x‘' 

Pour suivre l’esprit des règles énoncées , on doit donc 
écrire 


ÛJ7 • I ^ 

• = sin.r; t=z — , = v=l — a'x'. 


ce qui décompose la fonction proposée dans les fonc- 
tions simples qui y sont contenues , fonctions dont on 
connaît immédiatement les différentielles. On aurait 
ainsi 

, , , u.adx — ax.du , dv , 

dy=-coi.tdt, dt= >■, du^ ~t — a’.üxdx. 
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et en substituant 

du = • 


— 3a — 

à^.xdx 


dt = 


Vi—a'x' 

adx 


, (1— a’x*)* 
ax 


dy = cos. 


adx- 


Vi—a'^x' (1— a’x*)> 

Mais sans poser les équations précédentes , on peut 
opérer immédiatement sur les fonctions contenues dans 
la fonction proposée. Ainsi dilFérentiaut par rapport à 


a*x* 


, on a 


dy = co,. ,d( — 

— a'x' \|/ 1 — c^x'J 


Considérant ensuite 


forme - , on a 

V 


d( A = 

\(/ 1 — a'x') 




comme une fraction de la 


a‘x'. adx — ax. d |/ 1 — a'x' 


\—a'x' 


2 kl— a*x* 


On remarque ensuite que 
et enfin que 

d (1 — a’x’) = ^ a’. 2xdx. 

« 

Donc en substituant chaque expression dans l’expression 
précédente , il vient 
\ 
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a'xdx 


d Vi—a'x' = — 

yï^' 

d( \ 

\yi—a'x') (1— a*^*)î 


. dy=zcoa. 


{i—a'x')\ 
ax ' adx 


Soit encore 


J/l— a’x* (1— a*x*)î 


o«*. («or. 

y=^e *•» + -, 


e désignant , comme on l’a indiqué n« 16 , la base des lo- 
garithmes népériens , et u, deux fonctions de la va- 
riable indépendante x. Differentiant en premier lieu par 
rapport à au’ tang. on a 

dy^ e d (au*, tang. 

• , ^ ,U -hvV 

Le produit au tang. étant difïérentié par rapport 

aux deux facteurs aii et tang. il vient 

° U ■H' 

d (au-, tang. = td,f.^d(du-Hau-.dt«,f.^,. 

On a ensuite 

. d~ 

d[au') = a.2udu, et rftang. -!L. = î£±^*. 

® «+v* . ’ 


cos. 


puis 
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et enfin 

d (u'-h/) = 2 («^m +('</«'). 

Sùbstituant chaque résultat dans l’expression précé- 
dente , il yient ’ ^ 

üuv{vdu — udv) , 


d 




d taiig. 


Il 


U -H' 


(«’+k’)' ’ 

2 u(i{iidu — iidfi) 


{u'+d)\ cos, 




/ m’ \ / m’ , u'i>{vdu — ndv) \ 

d\ aa.tang.-î — ; l=2a/tang.— — ;.uda+— < — r \» 

V ® u+Ÿ ; I ® w•+^'’ , . , . » I 

a y,.- . 

u‘t’{vdu — udv) \ 


. )iin ♦ kt 

* au».t«ng. ' ‘ ' 

</y = e 


2rt^ 




Afin que la dilférentiélle demandée soit exprimée au 
moyen de la diflércntielle djc de la variable indépen- 
dante, on mettra ensuite à Ja place de. du sa valeur 

-7- dx , et à la place de dv sa valeur dx- 

O.X *;r ' .'«ni.T i-j mv ax: '*• 

Les exemples précédents suffisent pour faire con- 
naître la marche di^’operhtioA dqnt il.s'tigit , opération 
qu’un Tréqucnt usage rèndlrès-facile^'" " 

• •; i \ !. t 

IV. DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS DE PLDSIEDRS 
J; VARIAÏtÇS INDBPENDAJXX^^- ^ 

. ‘«'.U * 

38 . Nous concevons , en revenant aux notions pré- 
sentées dans le h° 2 , qu’il existe une seule équation 
entre plusieurs variables. Toutes les valeurs' de ces 
variables sont alors arbitraires, à l’exception d.’une seule. 


•. 
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variable dont' on suppose 'la valeur déterminée par 
l’équation , après que l’on s’est donné arbitrairement les 
valeurs de toutes les autres , est fonction de ces der- 
nières, qui sont les variables indépendantes, dette rela- 
tion s’exprime en écrivant 

-T, r. -), 

U, V, X, y,., désignant les variables indépendantes, et z 
la variable qui est fonction des autres. On doit donc ima- 
giner qu’à chacune des variables u, y,x, y,.. s sont attri- 
Iniées toutes les valeurs comprises entre oc et -f- oo, et 
se représenter la succession des valeurs correspondantes 
que prendra la fonction z. 

39. Lorsque les variables indépendantes sont au 
nombre dé deux .seulcraeht , et que l’on a 

la géométrie donne encore le moyen de se représenter 
d’une manière sensible la succession des valeurs de la 
fonction z. Concevons dans l’espace trois axes qui se croi- 
sent à angles droits en un point o , Jig. 2. On regardera 
les variables indépendantes x et^ comme deux abscisses 
dont les valeurs arbitraires sont portées en op et oq 
sur les premiers axes , et z comme une ordonnée dont la 
valeur déterminée par la relation (x ,y) est portée 
en or sué le troisième axe. Les deux valeurs attribuées à 
X et y déterminent un point m situé dans • lé plan des 
xjr, et en élevant au point m une perpendiculaire au 
plan des xy, dont la longueur mM soit égale à or, la po- 
sition du point M sera telle qu’il aurait respective- 
ment pour projections sur chacun des axes les points 
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p, q , r , ou jqu’il serait la commune intersection de 
trbis plans , dont le premier serait mené par le point p 
parallèlement an plan des^z, le second par le point -q 
parallèlement au plan des xz, le troisième par le point r 
parallèlement au plan des En attribuant à xet^ 
toutes les valeurs possibles depuis — oo jusqu’à + oo, le 
point m prendra toutes les positions possibles dans 
l’étendue du plan des xy. Les valeurs de z détermine- 
ront les positions correspondantes du point M , et l’en- 
semble de ces positions formera une surface dont la fi- 
gure fera juger de la nature de la fonction z=f 
et de la marche progressive de ses valeurs. 

Lorsque le nombre des variables indépendantes sur- 
passe 2 , il n’est plus possible de trouver ainsi dans la 
géométrie une image sensible de la nature et des pro- 
priétés de la fonction. Diverses recherches de physique 
- donnent lieu à considérer trois et même quatre variables 
indépendantes ; qiais , lorsque le nombre de ces variables 
est plus considérable , les questions n’appartiennent plus 
qu’à l’analyse, dont rien ne restreint la généralité, et qui 
embrasse toutes les combinaisons auxquelles peut don- 
ner lieu la considération des grandeurs. 

àO. La dllférentiation des fonctiçns de plusieurs va- 
riables indépendantes dépend des memes notions qui ont 
été présentées dans les articles précédents. Chaque va- 
riable indépendante «, e,x,^,....est supposée croître pro- 
gressivement par dilTérences infiniment petites du , dv, 
dx , dy^ . . . dont chacune conserve une valeur constante , 
mais qui n’ont entre elles aucuns rapports déterminés. 
La variable z varie en conséquence de la quantité infi- 
niment petite , dont la valeur s’obtient toujours par 

» 


Digitized by Google 



f 


—•37 — 

\ 

)a considération de la limite- du rapport des accroisse- 
ment de la fonction et de chaque variable indépendante. 
Soit la fonction 


En supposant que x et^ croissent respectivement des 
quantités quelconques ûx et la variation correspoû- 
daute ^z^ de la fonction pourra se décomposer en deux 
parties , l’une provenant de la variation x seule , l’autre 
de la variation dejr- en effet on peut écrire 

Az= [/(x+Ax,7) j-)]+[/(x+ax,^4-V)-:/’(^+i-^<.r)] , 


ou , ce qui revient au même , ■ 

^ /(x+ax.^+aj>-)— /(x+Ax^) 

ax l^jr 

• 

Admettons maintenant que les difïérences £x et 
yjr s’approchent .indéfiniment de zéro , le rapport 

— aura pour limite > conlormement a 


, J V • I 

ce quon a vu dans 1 article et le rapport 


/(x+^x^r+Ar)-/(-y+ax,y) 
» by 


aura pour limite , d’après le 


même raisonnement qui a été fait dans le n° 26, 


d.f[xy) 


L'expres^on de la différentielle demandée est donc 


dy 




dy 

que l’on peut écrire ainsi : 


dy 


' dz d Z 

dz= -dx-\.^dy. 
dx dy ' 
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Si la fonction proposée contenait trois ou un plus 
grand nombre de variables, on lui appliquerait les mêmes 
considérations en sorte que posant ■ 

on a également 

* = J, + i£iw.) J-Aw) J 

dv dx dy 

que l’on écrit d’une manière plus simple •• • 

dz dz , 

dz = ^ di> + ~ dx + — djr.. 
dv ' dx dy 

Et ainsi de suite s’il y avait un plus grand nombre de- 
variables . ‘ 

Remarquons que , dans cette formule , le terme ^ dv 

représente la différentielle de la fonction proposée 
que l’on trouverait en regardant v comme seule variable;: 
c’est ce que l’on nomme la di^érentieile -partielle de la 
fonction Z prise par rapport à v. De même les termes 

^ dx et ^ djr représentent les différentielles partielles- 

de la fonction z prises respectivement par rapport kuc.et 
à^. La somme de ces différentielles partielles form'e la 

différentielle totale dz. Les fractions ^sont ici 

des signes analytiques qui représentent respecflivament 
les coefficients diHérentielsde la fonction z pris en regar- 
dant V seule comme variable , x seule comme variable , 
jr seule comme variable. Le dz qui est au numérateur 
représente la diflércntielle partielle de z prise par rap- 
port k V, à X ou h y, et ne doit pas être confondu avec 
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le dz qui est dans le premier membre de l’équàtion , 
et. qui représente la diflerentielle totale de la fonc- 
tion Z. - ' ' 

Remarquons que , d’après l’indépendance des valeurs 
des variables v, x,y, rien n’oblige à supposer qu'elleavar 
rient toutes à la fois. Ainsi celui qui demande la difi'é- 
rentielle de la fonction z =f{v, x,y, ) indiquera si cette 
difiérentielle doit être totale , auquel c;»s ell e est expri- 
mée généralement par la formule précédente , ou bien si 
elle doit être prise par rapport à une , ou à quelques- 
unes seulement des variables. On' supprimeniit alors, 
dans la formule dont il s’agit , les termes relatifs aux va- 
riables qui seraient censées ne poijil subir d’accrois- 
sements. 

42. La diiiérentiation des fonctions de plusieurs va- 
riables indépendantes étanttramenée , d’après ce qui pré- 
cède , à dilTérentier la fonction par rapjmrt à une des 
variables seule, on appliquera sans difficulté, dans cha- 
que cas particulier, les règles exposées dans l’article pré- 
cédent. 

^ 43. Lorsque la fonction proposée ne contient que deux 

variables indépendantes , comme - , 

z=f{x,y)^ 

les diverses parties de la différence totale - . 


dz dz 

dz=^ dz+^dy 
dx .dy-' 


sont représentées par la géométrie , ctmforméiiient à ce 
qu’on a vu n° 39. Soit m (fig. 3) le point du plan des 
xjr., dont les coordonnées op, oq représentent x et y, et 
M le point de .la surface projetée en m , dont l’ordonnée 
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or représente la valeur de fonction z. Les accroissements 
Ajc et Sj sèront représentés par m/ et /»;*". Soit m n’. la 
projection sur le plan des xz de la courbe d’intersection 
de la Surface par un plan mené par le point M parallè- 
lement au plan des xz. Soit également mn la projection 
syr le plan Aesyz de la courbe d'intersection de la sur- 
face par un plan mené par le point M parallèlement au 
plan des^j^z. Il est visible que n'r représente la varia- 
tion que subirait l’ordonnée z , si l’abscisse x seule crois- 
sait de Aa: ou ; et que »"r" représente la variation que 
subirait cette même ordonnée si l’abscisse^ seule crois- 
sait de A^ountfi". La vjiriation totale de l’ordonnée z, 
c’fcst-à-dire celle qui résulte de l’accroissement simultané 
des deux abscisses , est représentée par la difl'érence en- 
tre l’ordonnée du point Mde là surface qui se projette 
en m et l’ordonnée du point de cette même surface qui 
se projette en n. Lorsque les accroissements soiitsuppo- 

. dz 

ses inbniment petits , rir exprime la partie -j- dx de la 


difl'érentielle totale , et le coefficient différentiel 


dz 


par rapport à x est représenté par la tangente trigono- 

métrique de l’angle n'm'r'. De même n"d' représente la 

* 

partie ^ de la différentielle totale , et le coefficient 

• différenuel ^ pris par rapport a y est représenté parla 

tangente trigonoméfrique de l’angle n"m"r". On voit que, 
dans le cas des accroissements infiniment petits , la varia- 
tion de l’ordonnée z , lorsqu’on passe du point de la sur- 
face projeté en m au point projeté en n , est toujours la 
somme des variations qui ont lieu respectivement quand 
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on passe du point projeté en m aux deux points proje- 
tés en fi' et ft''. On reviendra dans la suite sur ces consi- 
dérations , auxquelles U sera donné un plus grand déve- 
loppement! 

V. DIFFÉRENTI&TfON DES FONCTIONS IMPLICITES. - 

44..' Une fonction est appelée explicite lorsque son e»? 
pression analytique est donnée au moyen des quantités 
constantes et variables dont dépend sa valeur. Ainsi l’on 
dit que la fonction z des deux variables x,^ est explicite, 
ou que cette fonction est donnée explicitement , si l’on a 
l’équation 

V 

Mais si la fonction z est engagée <Tvec les variables x,y 
dans une équation telle que 

= O. 

qui n’est point résolue par rapport à z , cette fonction est 
alors appelée implicite, et l’on dit que sa valeur est don- 
née implicitement ; on entend par cette expression que 
la valeur de la fonction z . quoique déterminée quand on 
a fixé celle des variables x cly, n’est point représentée 
par une expression analytique formée de ces variables. 
On peut difierentier les fonctions implicites aussi faci-' 
Icment que les autres , c’est-à-dire obtenir l’expression 
de la difi’érentielle de la fonction sans résoudre l’équa- 
tion dans laquelle elle est engagée. 

Revenons aux notions qui ont été présentées dans le 
n“ 2. La nature de chaque question détermine? toujours 
le nombre des variables , aussi bien que les variations 
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«jui existent entre elles , et qui sont exprimées par des 
équations. Le nombre des variables étant m , et le nom- 
bre des équations étant n, m — n des variables sont indé- 
pendantes ; les n autres variables sont fonctions des pre- 
mières, On a distingué celles des variables qui sont re- 
gardées comme indépendantes , et celles qui en sont des 
fonctions ; et cette distinction subsiste dans tout le cours 
9e l’opération sans aucun changement. 

Cela posé , considérons d’abord le cas simple d’une 
seule variable indépendantes et de la fonction entre 
•lesquelles il existe l’équation 

/■(•*■, r) = O- 

Cette équation devant subsister, quelle que soit la 
valeur attribuée à x, on aura évidemment 

= 0, 

en désignant toujours par la variation delà fonction^, 
correspondant à l’accroissement lîs attribué à x. On aura 
donc aussi 



f[x+Hx^y+t^y)—f{x,y) 

As 



équation qui subsistera , quelle que soit ûs, pt , par con- 
séquent, qui aura lieu pour l’a limite vers laquelle tend 
Iç premier membre , lorsqpe ^s tend à devenir égale à 
zéro. Or, cette limite -n’est autre chose que le coefficient 


différentiel - du premier membre de l’équation 

proposée, dont l’expression est ici, d’après le n'’ 26 et en 
remarquant que est fonction de la variable indépen- 
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On , donc l'c, nation 
’ dx ify dx V 


d-f{.Xyy) df{x,y) 

dx dy dx ' 

que l’on écrit souvent pour abréger 

•LL ^ iL = 0 

dx dy dx ’ 

I 

en indiquant seulement par la lettrcy lâ fonction pro- 
posée y'(ar,^) , et dont on déduit 

iL 

dy dx 

t dx~t^ 

dy 


pour l’expression du coefficient diflérentiel ou de la 
fonction dérivée dej)^. 

Nous remarquerons d’ailleurs que ce coefficient diffé~ 
rentiel se trouvera exprimé ail moyen des deux variables 
X et y. 


^ , df df dy , 

La quantité ~~T n est autre chose que la 

dx ■ dy dx ^ 

différentielle de la fonction y, où l’on a supprimé le fac- 
teur constant dx. Cette différentielle est égale à zéro , et 
il est évident , en effet , que l’équation f{x, y)=o devant 
subsister pour une valeur" quelconque de x , l’expression 
d’une variation ûnie ou infiniment petite que subit Ig, 
fonctiony(jj, jy) , par l’effet d’un accroissement fini ou 
infiniment petit attribué à .r, doit être nulle. En géné- 
ral , l’équation y=o désignant une fonction quel- 
conque de plusieurs variables, entraine toujours l’équa- 
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tiou df=o , en désignant par la différentielle de là 
fonction f, qui peut être totaléou partielle. , 

ü5. Considérons maintenant le cas général où l’on 
aurait plusieurs fonctions et plusieurs variables indépen- 
dantes. Soient , par exemple , les deux équations 


z) = O 

= O, 

dans lesquelles p* et jr soient des variables indépendantes, 
jr et Z des fonctions de u et x , données implicitement 
par ces équations. Les difléfentielles des deux fonctions 
y et F devant être nulles d’après ce qui vient d’être dit, 
on aura en les prenant conformément aux règles exposées 
dans les articles précédents , et se rappelant que y et f- 
sont fonctions de v ci x, 

dydi> dzdv) yrfjr dy dx dzdxj 

/ dF (W dy dF dz\ / dF dF dy <fF dz\ 

dy d^ d Z dv) dy dx^.d zdx) ^ ~°- 


Dans chacune de ces équations , l’on peut supposer 
séparémentÉ?^'=o,ou<fJC=o. Elles équivalent donc à qua- 
tre équations distinctes qui déterminent les valeurs des 

dy dy dz dz 
dv’ dx’ dv' dx' 
Ces coefficients différentiels se trouvent exprimés au 
moyen des quatre variables i>, X, y, z. 

Les valeurs des coefficients diflérentiels partiels des 
fimetions y cl z étant ainsi obtenues , on formera les dif- 
férentielles totales de ces fonctions , en substituant les 
valeurs dont il s’agit dans les expressions générales 


quatre coefficients différentiels partiels 


, dy dy. , , - . dz , 

dy =z dv Jr -r~ dx. dz = — rfv + -7- dx. 
dv dx dv dx 
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Ces considérations s’étendront facilement aux cas où 
il y aurait un plus grand nombre de .variables et, d’équa- 
tions. 

VI. DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES FOUR LES 

FONCTIONS d’une SEULE VARIABLE. 

I 

i6. Nous considérons en premier lieu une seule va- 
riable indépendante x et la fonction dépendante de 
cette variable , en écrivant toujours 

et pour rendre les notions plus sensibles , nous suppo- 
sons' que l’on ait sous les yeux la représentation géomér 
trique de la fonction , conformément à ce qui a été dit 
n° 5. L’abscisse OP i , représente x, et l’ordonnée 
PM représente y- ' ■ 

Gela posé , admettons que x croisse de la quantité 
quelconque Aa: représentée. par PP'. La. nouvelle .valeur, 
de y, que nous désignerons par y ^ , sera représentée par 
PM', et M Q représentera 
On aura 

Supposons ensuite que x croisse encore à partir de 
la valeur OP' de la même quantité àx , qui sera repré- 
sentée par P'P'=PP'. La nouvelle valeur dey^, que nous 
désignerons pary^,, Sera représentée par P''M", et M"Q» 
représentera iSy, . On aura . ^ 

■ y,. 

Remarquons que si l’on prolonge la sécante MM'jus- 
qu’cn S l’intervalle SQ' sera égal a M'Q ou ù^y. Donc 
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M"S représente la diflérence de Aj”, et Ay. Comme on 
a représenté par ^y la différence des deux valeurs de jr 
qui répondent à a: et .r -\-ix l’analogie conduit à re- 
présenter par AAjt' ou par Ay la différence des deux va- 
leurs de Ajy qui répondent à x et x-4-ûx. Nous écrivons 
donc 

On acquiert une idée plus nette des quantités que 
nous considérons ici en formant le tableau suivant: ' 


VALECR5 
DE X. 

VALEURS 

CORRESPOND AKTES 
DE 

DIFFÉRENCES 
DE CES VALEURS. 

DIFFÉRENCES 
DSS DIFFSSEBCES. 

X 

y 







x+.ix 

y. 

^y=y,—y 


x+aA*** 

■ y. 

,11 

4 

> 

II 

■| 


Nous Ajouterons que les géomètres nomment ^jr la 
différence première ou la différence du premier ordre 
de la fonction y ; et la différence seconde ou la dif- 
férence du second ordre de cette même fonction. 

kl. Admettons maintenant que la différence ix de 
la variable indépendante diminue progressivement, et 
tende à devenir égale à zéro. Les deux points M', M'' 
tendront à sé confondre avec le point IM ; les deux va- 
leurs et à devenir égales h. y; et les trois différences 

b,y, ty,, et ay à devenir en meme ^emps égales à zéro. 
Mais il est bien important de remarquer que la diffé- 
rence seconde is'y diminuera beaucoup plus rapidement 
que les différences premières &y et &y-, €tx sorte que 
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AX, Ay cl àjr, étant tlevénues très^petitcs par rapporté 
Tunité, a!/ sera devenue très-petite par rapport à Ax j 
A^ ou Aj^'... . / 

Pour s’en convaincre , il sulSt dé remarquer que 
l’exposition de peut s’écrire ainsi 


A> = 


\Ax ^X/, 


Or, en supposant: que Ax décroisse et tonde à devenir 

û ^ f' t 

nulle , les quantités et ^ s’approcheront toutes deux 


dy 


de la même limite , qui est Donc la valeur de 

formée de deux facteurs qui ont pour limite commune o, 
diminuera beaucoup plus rapidement que l’un de ces 
facteurs , et quand tous deux seront très-petits , sera 
elle-même très-petite par rapport à l’un ou à l’autre. 
48. La même expression de ^y peut aussi s’écrire 


1. 




AX 


Ax 


'AX 


(Ax)'. 


Lorsque Ax diminue en s’approchant de zéro et devient 
plus petite que toute grandeur donnée , ce que nous 
exprimons en représentant cette diflTérence par dx, cha- 

rùne des quantités limite le coef&cient 

. , dy-' ' Ax AX 

dinerqntiel,^; et le rapport 


AX 


a pour limite le 
- ■ : . . . ' dy 

,*• . à-Y , , djr 

coeflicienldilfércntielHeLi fonction -î— ♦ c’est-à-tiire — . 

-• ' ^ .. tix • , dx 
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Ainsi, en représentant par d'jr ce que devient lors- 
que !iX devient dx , on a 


d'jr: 


,dj- 

Jf. 

dx 


{dx)'. 


est appelé la différentielle du second ordre de la 
fonction y. Nous repiarquerons d’ailleurs que l’on est 
dans l’usagé d écrire simplement Ax’ ou dx' pour expri- 
mer le carré de Ax ou de dx. Il n’est point à craindre 
que l’expression dx‘ soit confondue avec la différen- 
tielle de la fonction x', qui serait représentée parc? (x*), 
ou par d.x'. , 

dy 

La fonction ^ est le coefficient différentiel du pre~ 

, dy 

Tx' ’ . 

wier 07 É?/e de la fonction et est le coefficient 

différentiel du second ordre de cette même fonction. 
L’analogie conduit à le repr^enter d’une manière jdus 

simple en écrivant Ainsi la différentielle du second 

ordre est exprimée par . _ 

' ' d*Y 

æy^^^dx'. 


c’est-à-dire qu’elle est égale au- produit du carré de dx 
par le coefficient différentiel du second ordre de la. fonc- 
tion proposée ; ou par la fonction que l’on trouverait 
en prenant , conformément aux règles de l’article III , 
le coefficient différentiel de y, '(luis le coefficient diffé- 
rentiel de celui-ci.' 

Lorsqu’on exprime d’après Lagrange le coefficient dif- 
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férentiel ou la fonction dérivée du premier ordre par ou 
par f (x) , ou exprime de même le coeflifient différen- 
tiel ou la fonction dérivée du second ordre par y" ou 
par /" (x). 

49. Il est évident , d’après ce qui précède , que l’on 
obtiendra la différentielle du second ordre de la fonc- 
tion proposée en différen tiant deux fois de suite cette fonc- 
tion , la différentielle dx étant regardée dans la seconde 
différentiation comme un facteur constant. 


50. Nous pouvons supposer le tableau du n» 46 con- 
tinué en considérant quatre valeurs consécutives de x 
séparées par l’intervalle constant àx , ce qui donnera 


VÀLEXIRS 
DE X. 

VALEURS 
CORRES- 
PONDANTES 
DE y. 

DIFFÉRENCES 

PREMIERES. 

DIFFÉRENCES 

SECONDES. 

DIFFÉRENCES 
• TROISIEMES. 

X 

y 

‘ 



X+AX 

r. 

.r 



x+aAx 

r. 

^r.=x,—r. 

1 

1 

<1 


x+3ax 


•v.=r— r. 

1 

II 

1 

<1 

II 







On remarquera également que quand \x tend à devenir 
nulle , les valeurs dejr, , J",, y, tendent à devenir égales 
ajy, et que les différences premières , secondes et troi- 
sièmes tendent aussi toutes à devenir nuÜes. Mais de 
même que ày diminue beaucoup plus rapidement que 
il est' facile de voir que d'y diminue beaucoup plus 
rapidement que .i’y. En effet , l’expression de ^'y peut 
s’écrire 
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V ûx ) 

s.. /AT— AT.— Ar\ 

^-\~àP ~J 


^x^. 


Or , à mesure quex tend à devenir égal à zéro les deux 
termes — — et — — s’approchent tous deux d’une 

même limite, qui est Donc la valeur de A|y est 

formée de trois facteurs qui ont pour limite com- 
mune O , et par conséquent diminue beaucoup plus ra- 
pidement que , qui est seulement formée de deux 
facteurs ayant o pour limite. Ainsi , lorsque sjr sera 
très-petite par rapport à l’unité, s'y sera très-petite 
par rapport à sy , et àjr très-petite par rapport à s’y. 

51. En mettant d’ailleurs sous la forme 


•• 


■ir.— AT. i^y—^y 




Sx' 


Sx' 


Sx 


sx\ 


on voit que iSiX diminuant et devenant plus petite que 
tQute grandeur donnée . chacune des quantités . ■ ■ 

et — ' ■ a pour limite le coefficient différentiel 


Sx' 


Ar.— AT' AT'— Ar 


du second ordre - 7 - 7 ; et que le rapport 


SxT 


dx' * * ' .. 

a pour limite le coefficient dillérentiel de la fonction 

, c’est-à-dire j — . On a donc, en représentant 
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par t^y , ce que devient lorsque i>x devient dx , 

Ay 




dx' 


* «• 


dx 


dx^. 


expression qui s’écrit d’une manière plus simple 

æy = ^dx‘. 

^ dx? 


d?y est la différentielle du troisième ordre de la fonction 

dx' tPy 

proposée^, et la fonction— ou est le coefficient 

différentiel du troisième ordre de cette même fonction 
La di(lérentielle du troisième ordre est égale au produit 
du cube de dx par le coefficient dillérentiel du troisième 
ordre. 

Le coefficient diOerentiel du troisième ordre s’exprime 
également par y"' ou par J'" (x). 

52. On obtiendra évidemment la différentielle du 
troisième ordre d’une fonctiou proposée en différentiant 
trois fois de suite cette fonction, la différentielle dx 
étant regardée dans la seconde et dans la troisième dif- 
férentiation comme ùn facteur constant. 

53. Si l’on considérait cinq valeurs consécutives de 
la variable indépendante, et les cinq valeurs correspon- 
dantes de la fonction y, on se trouverait conduit à la 
différence du quatrième ordre -y, dont l’expression se- 
rait composée de quatre facteurs, qui tous tendraient 
h devenir nuis lorsque x tendrait elle-même à deve- 
nir nuUe. Cette différence quatrième diminuerait donc, 
lorsque ùx approcherait de zéro, beaucoup plus rapide- 


» 
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ment <jue la différence troisième, qui n’est composée que 
de trois facteurs ayant zéro pour limite. En désignant 
par YiPy ce que devient lorsque àx prend la valeur 
infiniment petite désignée par , on aurait 

d*jr = ^ dx* , 


, représentant le coefficient différentiel du quatrième 

ordre de la fonction proposée , c’est-à-dire le résultat que 
l’on obtient en diflérentiant quatre fois de suite cette 
fonction, dx étant reg.ardée comme un facteur constant, 
puis divisant parWx*. 

Et ainsi de suite, en considérant un plus grand nom- 
bre de valeurs, et des différences d’un ordre plus élevé. 

54. Oii voit par ce qui précède qu’une fonction quel- 
conque _y=/’(x) peut être regardée comme donnant nais- 
sa^nêe à une suite indéfinie de différentielles représen- 
tées par 




qui se déduisent de la fonction même et les unes des 
autres par l’opération que nous avons appelée différen- 
tiation. L’expression de ces différentielles met d’ailleurs 
en évidence la subordination de leurs valeurs , puisque 

dy fty d^y 


les coefficients différentiels 


dx' dx" dx^ 


etc., qui sont 


des fonctions finies de la variable x , s’y trouvent mul- 
tipliés par des puissances de plus en plus élevées de la 
quantité infiniment petite dx. . Cette subordination 
existe, bien que toutes les différentielles d^y, d'y, etc. , 
soient également regardées comme des quantités qui 


« 
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xliQlèrent de zéro moins que toute grandeur donnée En 
effet , la supposition que dx diffère de zéro moins que 
toute grandeur donnée , ou que dx est infiniment pe- 
tite , entraîne celle que les rapports de (Tjr h dy, de d'y 
à etc. , diffèrent aussi de zéro moins que toute 
grandeur donnée ; c’est ce que l’on exprime en disant 
que ces quantités sont infiniment petites les unes par 
rapport aux autres , ou qu’elles forment une suite d’in- 
finiment petits d’un ordre de plus en pli<s élevé. 

55. Nous remarquerons qu’en supposant la fonction 
jr=f[x) représentée par l’ordonnée d’une courbe dont x 
est l’abscisse, la direction de I:i courbe et le côté de la 
figure vers lequel elle présente sa convexité sont déter- 
minés, dans une étendue fort petite de part et d’autre 
du point m , par le signe seul des deux différentielles du 
premier et du second ordre dy et d'y, c’est-à-dire par 
le signe seul des coefficients dilfércntiels ou fonctions 

(iy H* y 

dérivées du premier et du second ordre Les 

diverses combinaisons (|ui peuvent exister à cet éeard 
sont indiquées dans les ligures 5 , 6, 7, 8, 9, 10 , 11 et 12. 

Fig. 5 et fig. 6, les coefficients différentiels sont posi- 
fiy y 

tifs; fig. 7 et /ig. 8 , ^ est négatif et est positif ; 

. ^y 

jig. 9 et jig. 10, ^ est positif et-^» est négatif \ fig. 11 

et^g. 12, les deux coefficients différentiels sont négatifs. 

cP y ^ ^ 

On voit que est positif quand la courbe présente sa 

convexité au bas de la page, et négatif lorsque la courbe 
présente sa concavité au bas de la page. On suppose ici , 
suivant l’usage ordinaire , les y positives portées de bas 
en haut. 
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Différentienes des divers ordres des fonctions simples . * 

56. Nous appliquerons les notions précédentes aux 
fonctions simples, dont la différentiation est l’objet de 
l’article II. 

En considérant, en premier lieu, la fonction ar», 
on a 

, 

' dKx- 

= m ("*— 1 ) («1—2) JT"- 

— «1 («1 — 1) («» — («» — 3)ar"-<, 

Eté. 

Cette suite de coefficients différentiels se prolongera à 
l’infini si le nombre m est négatif, ou si , étant positif, il 
est irsationnel ou seulement fractionnaire. Mais si /»çst 
un nombre entier positif, on a * 

* 

— = m (m — 2) {m. — 3j 3.2.1. 

dx^ 

La fonction se trouvant réduite à une constante , les , 
coefficients différentiels suivants sont alors nuis. 

67. La fonction log. x , le logarithme étant pris dans 
un système quelconque , ou dans le système des loga- 
rithmes népériens , donne 
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d. log. X 


d.lx 

1 

dx 

X 

dx 

X ’ 

^r.iog.x 

loge 

d^.lx 

i 

dx' ~ 

X* 

'd3f~ 


ef.log. j: 

2.log. e 

d^.lx 

2 

dx^ 

X» ’ 

IjF ^ 


d'Ao^.x 

2. 3. log. e 

d\lx _ 

2.3 

dx* 

’ 

dx* 


^Aog.x 

2.3. 4. log. e 

æ.ix 

2.3.4 

dx‘ 

X* ’ 

dx' ~ 

~ir’ 

Etc. 


Etc. 



58. Les fonctions a* et a . donnent 


d.a^ 

= la.a“ , 

• 

d.a~* 

dx 

dx - 

cT.a* 

— f//7V /T * 

æ.a-\ 

dx' 

— {la} .a , 

dx' 

dA.a^ 

dx^ 

= {là^.a” , 

d?.a— 

dx^ 




Etc. 


Etc. 


Et si le nombre a devient e , ou la base des logarithmes 
népériens , on a . 


d.t^. 


■ ■■ P« 

dx ' 

dX^ 

æ.e' ■ • 

<T.e~’ 

dx' * ’ 

sp- " ’ 

dKe- 

d'.e— 

dx^ 

dx^ ~ ^ ’ 

Etc. 

Etc. 


La diflérentiation, comme on l’a déjà remarqué n“22, re- 
produit constamment la fonction e*, et plus généralement 
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la fonction èe* qui seule présente cette propriété. Lorsque 
l’exposant variable x est affecté du signe — , la fonction 
primitive est également reproduite , mais les coefficients 
diflérenticls sont alternativement négatifs et positifs. 

59. Qn. trouve pour les fonctions trigonométriques 
sin. X et cos. x 


sin.j: . / d.ca%.x / 7 r\ 

— cos..r_ sm. j, — - j, 

. , . , , æcoi.x 

dx' ~ ), — — = — cos.j7 = cos. 

d .Sin.jr / ^ — \ ^3 nnc -y r O 


di^ ___=s,n. j:=cos. J, 

^*-sin.x d^xos.x 

dx* *”’■ ^ = cos. x= cos. ( x+2n), 

dx' = «os • -^ = sin • ( •*•+— ) , — - sin ,a:=cos. ^ 

Etc. 


. f 3:t> 
Jr=sin. , 


' dx' ■ 
3-\ d?.co'i.x 


:=cos. 


«P.sin.jr f 

-^ = cos.a. = sm.(^.z+_j, 

Etc. 


Les fonctions primitives reviennent après deux différen- 
tiations affectées du signe — . Après quatre différentia- 
tions, elles reviennent avec leur signe. 

60. On doit avoir présentes à l’esprit ces propriétés 
remarquables. Il est également utile de connaître la fi- 
gure de.s courbes qui représentent les fonctions simples 
dont il s agit : pour la discussion de ces courbes l’expres- 
sion des coefficients différentiels des deux premiers 
ordres donne de grandes facilités, conformément à ce 
qui a été dit n” 55. 

Soit en premier lieu 
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y = x" , 

dy 


= mx^- 


' ' dx 

d^Y 

— — =m(m — i)x"—*. 
fljcr 

La courbe, dont x est l’abscisse etj>^ l’ordonnée, présentera 
diverses figures, suivant la nature de l’exposant m. Nous 
supposerons d’abord cet exposant positif et plus grand 
que l’unité. 

1° Si West un nombre entier pair, ^ est positive quel 

• 1 • 1 dy . ^y 

que soit le signe de ar , ^ change de signe avec x, 

est toujours positif. La courbe est représentée par la 

fis- 13 - 

2® Si m est un nombre entier impair , y change de 
signe avecx, ^ est constamment positif,’ change 
de signe avec x. La courbe est représentée parla fig. 14. 
3" Si m est un nombre fractionnaire - , p et </ étant 

entiers , la courbe est représentée par la fig. 13 lorsque p 
est pair et q impair, et par la fig. 14 lorsque p est impair 
et q impair. Mais si q est pair, la partie située du côté 
des X négatives n’existe pas, les valeurs de y corres- 
pondantes aux valeurs négatives de x étant alors ima- 
ginaires. J 

61. En supposant , en second lieu, l’exposant m posi- 
tif et plus petit que l’unité , ce cas différera du précé- 
iPy 

dent , en ce que sera négatif lorsque dans le cas pré- 
cédent il était positif, et positif quand il était négatif. 
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La Jig. 13 sera remplacée par la /^. 15 , et la fic^. 14 par 
la fig. 16. 

62. En admettant maintenant que l’exposant m soit 
négatif, c’est-à-dire que l’on ait 

1 

dy m ■ 

dx a-™ + ' ’ 
d* r m (w+1 ) 
dx' 

m étant un nombre positif, on passera facilement des cas 
précédents à'ccux qui répondent à cette dernière suppo- 
sition, en divisant l’unité [>ar les ordonnées des courtes 
que représentent les /%.13 et 14, 15ct 16. Les fi§. 13 et 
15 seront remplacées par la //g. 17, et les fig. 14 et 16 
par la fig. 18. Les axes sont ici des asymptotes aux 
branches de la courbe. 

63. Pour la fonction logaritlimique , nous ^vons 

y'=log.jr, 

^ g 

dx X 

( 

_ ^ og- g 

ds^ af ’ •’.*/ 

La courbe [fig.i9) a l’axe desjy pour asymptote du côté 
des y négatives. L’abscisse oA du point où elle coUpe 
l’axe des x est égalé à l’unité. Il n y a point de branche 
de la courbe du côté des x négatives. 

64. La fonction exponentielle a* donne 
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y = a* , 


dx 


= la.a* , 


(Ty 


dx' 


-,= {la)\a- 


a étant un nombre positif et plus grand que l’unité , la 
valeur de l’ordonnée croît indéfiniment du côté des x 
positives ; mais la courbe {fig. 20) a l’axe des x pour 
asymptote du côté des x négatives. L’ordonnée oB, 
du point où elle coupe l’axe des^ est égalé à l’unité. 

Si l’on supposait a positif et plus petit que l’unité , 
lafonction a* se changerait alors en ,oua~*jaétant 

supposé comme ci-dessus plus grand que l’unité. Ainsi , 
ce cas revient au précédent en changeant les x positives 
pour les JC négatives, et réciproquement. 

Comme l’équation^=a* entraîne d’ailleurs jc=log. jr, 
a étant pris pour la base du système de log.aritbmes , il 
est visible que la courbe dont il s’agit ne dilFère point de 
celle du numéro précédent , lorsqu’on change l’un pour 
l’autre les axes des x et des jr. 

Si l’on voulait prendre pour a dans la fonction a* un 
nombre négatif, cette fonction cesserait dé présenter dés 
valeurs continues : il n’existerait plus de courbe , mais 
seulement des points isolés ccnrrespondants aux valeurs 
de X égales à des nombres entiers ou à des fractions de 
dénominateur impair. Nous supposerons toujours , dans 
la suite, par cette raison , quand il s’agira d’un système 
quelconque de logarithmes , que là base a de ce sys- 
tème est un nombre positif et plus grand que l’unité. 
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65. Soit encore la fonction y^e~‘'' qui se présente 
dans plusieurs applications importantes. Elle donne 

jr = e-^\ 

dx ’ 

' d^Y 

, ^-2(2x"-l)e— . 

La courbe {fîg. 21) est formée de deux branches égales 
situées de part et d’autre de l’axe des j'. L’ordonnée oB 
du point où elle coupe cet axe est égale à l’unité. 

Le coefficient du premier ordre change de signe 

avec l’abscisse x. Le coefficient diflérentiel du se- 
(P y 

cond ordre est négatif, lorsque x est plus petite 
que la distance oP= ryz, et positif lorsque x dépasse 

Y ^ 

cette distance. Ainsi la courbe présente sa concavité 
au bas de la page dans l’intervalle MM , et au delà 
de cet intervalle elle y présente sa convexité. Les 
points M , dans lesquels la valeur du coefficient dilié- 
d^y 

rentiel chaDge de signe , et pour lesquels la valeur 

de ce coefficient difi'érentiel est nulle, sontnommés points 
d’ inflexion. 

66. Considérons enfin les fonctions trigonométriques. 
On a 


y S= sm. JC, 
dx 
dx' 


= cos. JC , 


= — sm. X. 
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Lacourbe(//^.22j coupe l’axedes x aux points où l’abscisse 
est égale aux arcs o , r: , 2?: , 3 t , etc. Dans ces points , la 
tangente forme avec les axes un angle égal à la moitié de 

l’angle droit, puisque l’on a ^ =il. Les plus 

ordonnées , dont la valeur est l’unité , répondent, 
aux points M , dont l’abscisse est égale aux arcs 

-, ^ , etc. Le signe du coefficient différentiel du se-* 

cond ordre étant contraire à celui de l’ordonnée, la courbe 
présente sa convexité au bas de la page quand l’ordonnée 
est positive, et réciproquement. Les points où l’ordonnée 
est nulle sont les points d’inflexion. Cette courbe se pro- 
longe indéfiniment , soit du côté des a: positives, soit du 
côté des X négatives , en présentant une suite de parties 
identiquement égales à celles qui sont comprises dans 
l’intervalle de o à ’i.n. C’est ce qu’on exprime en disaùt 
que la fonction est périodique. 

** 

67. On a également 


grandes 


y = cos. X, 


dy 

— = — sm . j: , 
dx 


<Ty 

dx' 


= — cos. J. 


Il est ^sez visible que Li figure de la courbe est parfai- 
tement égale à la précédente , dans laquelle on aurait 

déplacé l’origine des abscisses x de l’intervalle - , puisque 


l’on a toujours 
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VII. DIFFÉRENTIELLES DBS DIVERS ORDRES POUR tES 
FONCTIONS DE PUtiSIEURS VARIABLES. 

68. La notion des différentielles des ordres supérieurs 
s’étend facilement aux fonctions de plusieurs variables , 
puisque la différentiation de ces fonctions s’effectue tou- 
jours en opérant séparément par rapport à chacune des 
variables. 

Soit en premier lieu, ■comme dans le n" 40 , la fonc-' 
lion 

... 

X eljr étant deux variables indépendantes. On a vu que 
l’oh obtenait pour cette fonction la différentielle du 
premier ordre totale exprimée par ' 


, dz , dz , : ic. 

■•i 


dt 


et formée de la somme des différences partielles ^ dx. 


dz 


él-^dy, prises respectivement en regardant x seule 
comme variable etj- seule comme variable. Les fonctions 
désignées par -j— et ^ sont les coclEcients différentiels 

partiels du premier ordre de la fonction z pris respecti- 
vement par rapport à x et par rapport hj'. 

L’opération de la différentiation peut également s’ap- 
pliquer à l’expression de dz , dans laquelle on regardera 
dx et dj^ comme des facteurs constants. Si l’on veut for- 
mer la dilTérentielle totale, il faudra diff'érentier succes- 
, r dz dz 

sivemeiit les lonctiona ^ ^ rapport a x et par 
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rapport à y. On aura donc pour la didérentielle totale 
du second ordre 


üÿ <ip \ fdÿ dÿ \ 

Mais nous avons déjà représenté dans l’article précédent 

,dz 

a — ^ 

le coefficient différentiel-^^ par : l’analogie con- 


Ut — 

1 • - - 1 . ^ ^ . ■ 
duit a représenter de meme — p-par-; — r-, ün écrit 
^ dy ‘ cLxdy 

' ^ dz ' ^ d ^ ^ 

également au lieu de lieu de • 

Ainsi l’expression précédente devient 

■'•*= (S''"- 

ou si l’on veut 
dtz 


cTz 

dxdy 




_ eCz f cCz “ 2 \ J J « Z , . 

æ^= — ^ . 

Dans cette expression de la didérentielle seconde to- 

Z 

taie de la fonction z , le signe représente le coeffi- 
cient didérentiel du second ordre de la fonction propo- 
sée , pris en regardant x seule comme variable. Le signe 
(Ty 

exprime que l’on a pris le coefficient didérentiel dü 
premier ordre en regardant x seule comme variable, 
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puis le coefficient différentiel de cette fonction ^ en re-^ 

d^z 

gardant J' seule comme variable. Le signe exprime 
que l’on a pris le coefficient dillérentiel du premier 

ordre ^ en regardant y seule comme variable , puis le 

d Z 

coefficient di0érentiel de cette fonction ^ en regardant 

dz 

X seule, comme variable. Enfin représente le coef- 
ficient dillérentiel du second ordre de la fonction z pris 
en regardant^ seule comme variable. 

69. Nous remarquerons maintenant que les deux coef- 
ficients différentiels — j- et - — -r- sont nécessairement 
dxdy dydx 

égaux. En effet , en revenant ici aux notions présentées 

d Z 

dans lesn“*46 et suivants, on reconnaît que ^ est là 
limite vers laquelle tend 

ùx àx ’ 

cCz 

lorsque ix tend à devenir nulle. De même est la 

limite vers laquelle tend 

( 

, f{x+àxy+ôy)—f(xy^ly) f\x+àxy)—f{xy) 
A’z àx &x 


àxsy 


Ar 


lorsque et cy tendent à devenir nulles. Ou reconnaît 
dz 

de même que ^ est la limite vers laquelle tend 


^ f(-^<y+ày)—f{xy) 

ày~ AT 
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ttz 


foi'sque tend à devenir nulle ; et que est la 'li- 
mite vers laquelle tend ' . 

/(-gyr+Ar)— :/’(-3^^r) 

û’z àx , 

, ax ' 

't * » • ^ 

lorsque Ax et liy tendent à devenir nulles. Or, cette der- 
nière quantité ne dillérant point delà précédente, leurs 

limites sont aussi égales entre elles. Donc — — — =— — — 

, I dydx dxdy 

Ainsi , le coefficient différentiel du second ordre pris par 
rapport aux deux variables xet^ est identiquement le 
même, soit que l’on dillérentie en premier lieu par rap- 
port à X ou par rapport à y. C’est ce qu’on exprime en , 
disant que l’ordl^e des différentiations n’influe pas sur les 
résultats. 

U, " 

11 en résulte que l’expression de la diflérentielle du se- 
cond ordre de la fonction proposée i, donnée dans le nu 
méro précédent , doit s’écrire 

« fPz 

70. L’opération, de La différentiation peut également 
être appliquée à cette expression , et pour avoir la dHfé- 
rentielle totale du troisième ordre, il faudra diflérentier 
<Tz iTz cPz 

les fonctions ' ^^xd^ ~dÿ' rapport a x et par rap- 
port dij. En ayant égard à ■ la r proposition démontrée 
dans le numéro précédent , il viendra ^ 

d^ Z d^z d^z d} Z 

dH= — dx^+3 dx'dŸ+S - — - dxdy'+ — dy*. 

dx^ ^ doddy^^^ dxdy' 
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Ep continuant de la même manière , on trouTera en 
général 


drz 


d* Z w « 

d*z=-j — <ir*+n-T —dx'—'dY+ , ^ , 

djT' dar-'dy 1.2 dx*—'dy 


expression dont l’analogie avec celle du développement de 
la puissance entière d’un binôme est évidente. On pour- 
rait écrire. 

’dz 




en se réservant de changer, après le développement, 
dr' en d'z. 

71. Les cas où il y aurait plus de deux variables indé- 
pendantes n!exigentpas de nouvelles considérations. Soit 

■ par exemple , 

z=/{t>,xy) . “ 

On aura pour la différentielle totale du premier ordre * 

d’après le n“ 41 , 

, dz , dz ' dz , • 

dz=.-^-d^-dj,+ ^dy.^ 

En differentiant cette expression, où dx, «^doi- 
vent être regardés comme des facteurs constants , et 

4-, ^ comme des fonctions des trois Variables indé- 
dv dx dy • 

pendantes f', x,y, il viendra pour la différentielle totale 
du second ordre 


d"z 

dy 


dy*. 


a% Z J , ^ J « A / ^2 ^ , J uT% J y \ 

En général , on peut écrire' ‘ ' 


a 
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icn se réservant de’ changer après le développement 
dz' en d^z. ^ 

Il en serait de même si le nombre des variables indé- 
pendantes était plus considérable. 


VIII. DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES lOUR LES 
FONCTIONS IMPLICITES. 

72. Soit en premier lieu comme dans le n" 43,, .l’é- 
quation 

dans laquelle x est la variable indépendante et y une 
fonction de x donnée implicitement par., cette équa- 
tion. La question consiste à trouver, sans résoudre 
l’équation , les expressions des coefficients difléronticls 
dY ^ '* 

"dx'' ~dx^ ’ fonction On a déjà vn dans 

le numéro cité, que l’on avait, par une diflérentiation, 
l’équation différentielle du premier ordre 

dy dx 

dx d f' 

dy 

Si l’on différentie une seconde fois, en se rappelant 
d f d f , 

que les fonctions contiennent les deux varia- 

bles X , y, et que y doit être regardée comme fonc- 
tion de x , on trouvera l’équation différentielle dn se- 
cond ordre 

iL +0 Æ. . ^ ^ V4. ^,£r - 0 

^ dxdy dx dy\dx)^ dy djd~ ’ 


elx dy dx 


d’o 
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dy 


d’pù Ton tiré après avoir mis pour ^ la valeur précé- 
der) lé 


da* 


dx\dYj dxdy dx dy dy'\dx) 


m 


Cette expression s’obtiendrait également en diflérentiant 

la valeur de -i-. 

dx 

On continuera de la même manière pour former lés 
coefficients diflérentiels des ordres supérieurs au se- 
cond- 

73. Les mêmes notions conviennent aux Cas où il y 
aurait un plus grand nombre de Variables et d’équations 
proposées. Tout se réduit à appliquer le procédé de la 
différentiation , afin de former des équations différen- 
tielles d’un ordre de plus en plus élevé, et dont on pourra 
toujours déduire les expressions des coefficients différen- 
tiels des fonctions qui ne sont données que d’une manière 
implicite. Nous considérerons le cas le plus simple après 
le précédent. Soient les deux équations 
f{xy,z) = 0 
¥{xy,z) = 0, _ 

dans lesquelles X est la variable indépendante .’j' et 2 
deux fonctions de cette variable déterminées par ces équa'- 
lions. En les diflérentiant une première.fois , il viendra 

a ^ =0 

dx dy dx dz dx ’ 

dF dF dy dF dz 

dx dy dx dz dx - ’ 
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équations du premier ordre , d’où l’on déduira par l’éli- 
mination 


à.f df dF 

dy dx dz dx dz dz dx dy dx dy 

Sx dx~~ df dF dF df 

dy dz dy d z dy dz dy d% 

Ën difTérentiant les équations précédentes , on trou- 
vera ensuite 

^/~ g <^f dy æf dz æ/fdy's' <rf dy dz 

dx' dxdy dx dxdz dx dy'\dx) dydz dx dx 

ændz'' df d'y dfæz 
dd\dx) dy dx' dz dx' . 
efF ■ dF dy ^ dF dz dF (dyf „ dF dy dz 

dx' dxdy dx dxdz dx dy'\dx) dydz dx dx 

dFfdz\' dF dy dF dz_ 
dz'\dx}’^ dy dx'^ dz dx' 


équations du second ordre , dont on tirera les expres- 

dy dz , . - dy d Z 

sious de et , apres avoir substitue pout ^ et ^ 

les valeurs précédentes. 


y ^ ^ - 1 

Les mêmes expressions de peuvent egale- 


ment être obtenues en diüérentiant immédiatement les 
valeurs précédentes de 


En continuant de la même manière , on obtiendrait 
les Coefficients diliérentiels des ordres supérieurs des 
fonctions J' et z. . , ■ 
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' IX. CHANGEMENT DE LA VAISIABLE INDÉPENDANTE. 


74. Nous avons indic^ué daqp le n° 2 la nécessité de 
distinguer dans cha(]ue question les variables indépen- 
dantes, c’est-à-dire dont les valeurs sont arbitraires , et 
les variables fonctions de cellesr-ci. Ces notions ont été 
reproduites dans le no 43. Les opérations analytiques qui 
constituent le calcul différentiel sont essentiellement fon- 
dées sur la distinction dont il s’agit , qui doit être main- 
tenué dans toute l’étendue de ces équations , puisque les 
différentiations sutcessives s’opèrent toujours en regar- 
dant comme des facteurs constants les différentielles des 
variables indépendantes, tandis que l’on fait varier les 
différentielles des' .mtres variables. Ou peut toutefois, 
en employant certaines transformations, substituer dans 
le cours d’un calcul de nouvelles variables indépen- 
dantes à celles que l’on avait d’abord choisies. 

Pour se former une idée juste des transformations 
dont il s’agit, on se représentera que la résolution d’une 
question aurait conduit à une équation telle que 


^ K^'^dx’ dx" dx^ 



dans laquelle x serait regardée comme la variable indé- 
pendante, et y comme fonction de x. Cette équation 
établit une relation entre x , y, et les coefficients diffé- 


dy d'y d'y . . 

renliels , qui expriment respective- 

ment les limites des rapports subsistants entre les va- 


1 r . 

riations simultanées dex.etdes^fonctions_j^, etc. 

On admet maintenant que X’dqit cesser d’être prise pour 
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variable indépendante, et que Von en prendra une autre 
désignée par t. Il est entendu par-là que xet jr devien- 
dront des fonctions de t ; et néanmoins la dépendance 
établie primitivement entre ces deux variables x etj^ne 
doit pas cesser de subsister. La relation qui liera t aux 
variables x elj, doit être donnée, soit par une équa- 
tion entre t et x , telle que o (t , x) = o, soit par une 
équation entre t etjy, telle que 'v {t,y) = o , soit*enfin 
par une équation entre les trois variables , telle que 


n {t, x,jr) = o. 

Cela posé , il est visible que les coefficients difléren- 
tiels qui entrent dans réquationF=o 

doivent être remplacés par d’autres coefficients différen- 
tiels de la fonction pris par rapport à t. Il s’agit d’o^ 
pérer ce changement en conservant la dépendance de^ 
à X. On y parviendra en remarquant simplement que 
quand x est fonction de t , et^ fonction de x, on a, 
d’après la règle du n“ , 

' dy dy dx . ' 

dt dx dt ' ■ 


d’où l’on tire 


•h 

dx 


A 

dx' 

dî 


dy 


expression qui doit être mise à la place de ^ dans l'é 


quation F=0. 

Cette première expression donne immédiatement 
celle des coefficients diffiérentiels des ordres supérieurs. 
Car en diiiéreatiant les deux membres de l'équation 
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précédente par rapport à t , et par conséquent regardant 
dt comme constante , il vient 


ou bien 

4 


d'y dx 
dx' dt 


dy 

dx'' 


dx dy 

dT dF 


dy <Tx 
'dt dF 




dx dy 

IT'dF 


dy dx 
dt dt 


dx^^ 

\lü] 


( 


On déduira de même de cette expression , en diflféren- 
tiant par rapport à t et divisant par , 


tPy 


' fdx^'d^y dx dx dy dy 

\dt J dt^ ^ dt' dt dt 


t dx \ * dx dy tPx 
W/’ / dt dt dt^ 


dx^ 


&) 

et ainsi de suite. 

75. Lorsque ces valeurs auront été substituées dans 
l’équation F=0 , cette équation contiendra x,y, etleurs 
coefficients dillérentiels pris par rapport à t. Si l’on a 
donné une équation <t (f,x)=0 , entre r et x , on pourra 
remplacer, dans l’équation F=0, xefses coefficients dif- 
férentiels par leurs valeurs déduites de l’équation 
'X,x)=0 , conformément à ce qu’on a vu n° 72. Alors x 
aura disparu, et l’équation F=0 ne contiendra que 
dy dy d?y c- n 

t,y, 27’'dF}' ^ donne une équation 

4' (t,j^)=0 entre t ely, on pourra de même faire disparaî- 
trej^etles coefficients dillérentiels dey, en sorte que l’é- 
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dx <^x d^x 

quation F=0 ne contiendra que t, x, , etc. 

Enfin si l’on a donné une équation n {t,x,y)=Q entre 
les trois variables, on pourra faire disparaître à vo- 
lonté X ou. y , puisque cette 'équation et ses dif- 
férentielles successives prises par rapport à t ( en re- 
gardant X et y comme fonctions de t ), donneront les 

dx <fx r ■ T 4x 

valeurs dex, , -r --, , etc. , en lonction de y, -r-„etc. , 
a t a t a t at 

et réaiproquement. 

76. Si la relation établie entre t et les autres varia- 
bles consistait dans l’équation x=t , on aurait ^ =1 , 
éPx d^x 

=0, -J— 5=0 , etc., et les formules du n“ se réduit- 

M t tt P 

, , . , , dy dv dCy cty 

raient , comme cela doit être, a -r” = . -r . = j •> 

dx d t dx d t 

d?y d?y 
dx^~ 

Si la relation dont il s’agit consistait dans l’équation 
. dy d'y tPy 
y=t , on aurait ^ =® ’ ^3 = ® 

mêmes formules deviendraient ( en écrivant y au lieu 
def), 

dy ^ 

' dx~ ^ 
dy 

d“y___ ^ 

dx^ /dx\^’ 


d?y 


\dy) 

ffCx\‘ dx 
\dyj dy 


dx tPX ; 
dy dy* 






'*• 

Ite/L 

\dyj 
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dy d*y 

On doit donc remplacer ^ etc. , par ces der- 

nières expressions , lorsque , dans une équation entre x 
et J- , ayant d’abord pris x pour la variable indépen- 
dante , on veut ensuite que devienne la variable indé- 
pendante. 

77. Les formules précédentes conduisent immédiate- 
ment à l’expression delà difiéreutielle des fonctions in- 
verses ( i^oj-ez n“ 35 ). * 

L’équation 

dx X ’ 


y=lx 


donne 


X étant regardée comme la variable indépendante. Si 
l’on, veut maintenant que^ soit la variable indépen- 
dy 1 

dante , on remplacera ^ par ^ , ce qui donnera 

dy 

1 t dx 


dx 

dy 


dy 


= X : 


c’est-à-dire , en mettant pour x sa valeur en y , qui 
est er I , 

d.eT 


L’équation 

y'sssin.x 


dy 


= ei 


dy « 

donne -r- = oos. jc , 
dx 


X étant regardée comme la variable indépendante. Si la 
variable indépendante doit être y , on écrira i 


1 

dx 

"dy 


= cos. X , 


dx 

dy 


1 

cos. x' 
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c’est-à-dire, en mettant pour x sa valeur arc sin.^jr , 
rf.arc sin.^ 1 


dy Vi-y 


L’équation 

j^=tang. X ■ 

Donc 

1 i dx 

dy 


A * 

donne — = 


= cos. j: , ou 


dx cos.’x’ 
rf.arc tang.^ 1 


dy 




dx cos.’x’ 

dy 

I 

78. Les mêmes considérations s’appliquent aux cas 
où le nombre des variables est plus considérable. Si l’on 
avait , par exemple , l’équation 

_ / dy dy ' dz dz \ 


dans laquelle et x désignent les deux variables indé- 
pendantes , y et Z deux fonctions de ces variables ; et 
qu’on voulût ensuite prendre pour variables indépen- 
dantes s et t , on remarquerait que et x devenant fonc- 
tions de 5 et r , tandis que ^ et x ne cessent point d’étre 
fonctions de r et x , on a 


dy dy dv dy dx dy dy dv dy dx 

ds dv d s dx d$ ’ dl dv dt dx dt ’ 


d'où l’on déduit par l’élimination 

dy dx dy dx dy dv dy dv 

dy dt ds ds dt dy ds dt dt ds 

dv dx dv dx dv ' dx dx dv dx dv ' 

ds dt dt ds ds dt dt ds^. 
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On obtiendrait des expressions semblables pour — et 

Si l’on différentie les deux expressions précédentes de 

dy dy . , . 

et ^ par rapport as et on aura'tpois équations 

d’où l’on pourra tirer les expressions des trois coeflicients 


différentiels du second ordre 


d'y -dy dy 


et ainsi 


dx' ’ dxdv ’ d^ ’ 
des autres coefficients différentiels. 11 serait superflu 
de continuer plus loin la recherche de ces formules gé- 
nérales , parce qu’il convient mieux d’opérer dans les 
applications sur les expressions analytiques qui se pré- 
sentent. 


79. Le changement des variables • indépendantes a 
principalement lieu dans la géométrie , lorsqu’on veut 
passer d’un système de coordonnées à un autre. Admet- 
tons , par exemple , que dans l’équation 


^ ( dy d^y \ 

X eijr représentent deux coordonnées Op, mp (fig. 23) 
comptées sur deux axes rectangulaires, et qu’on veuille 
remplacer x par l’angle formé par le rayon vecteur 
Oto avec l’axe djs x. On aura donc 


tang. 

Cette équation , étant différentiée plusieurs fois 
de suite par rapport à w , dout jr ci x sont fonc- 
tions , donnera des équations dont on tirera les va- 
leurs de , etc. , qui devront être substituées 


dans les formules du Les valeurs des coefEcients 

dy dy 

différentiels représentées par ces formules 
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étanl substituées dans l’équation F= 0 , cette équatidn 
dy cTy . 

sera entre o:, v. t" . -r; « etc. 

ata (i'jt 

Si l’on veut changer entièrement le système des coor- 
données , en introduisant à la place de la longueur du 
rayon vecteur Om , que nous désignerons par p , on po- 
serait après l’équation précédente 

, • J' = j> sin. 61, 

et dilFérentiant cette équation plusieurs fois de suite par 
rapport à w , p étant regardée comme variable , on ob- 
tiendrait des équations dont on tirerait les valeurs- de 

tfy- (ty 1 • f 1 ' 

-J- J -y-, > etc.j gui devraient être substituées dansi equa- 

au ^ ^ ^ 

, , dp d" p 

tion projposee , qui sera alors entre w, ^ > ^tc. 

Mais dans ce dernier cas il eût été [ lus simple de po- 
ser immédiatement , 


X—p cos. U , 


y=p sin. w. 


et de déduire de ces dernières équations les valeurs de 


dx (Tx 
dta du^ 


V dy d^y _ , - , . 

, etc., et ^,3-, .etc. Les valeurs étant substi- 

<Z(p> au 


tuées dans les formules du n° , on obtiendrait ainsi 

dy ^ y dp tT p 

les valeurs de -y- , -y—. , etc., en u , 0 , ^ . -j -, , etc. , qiu 
dx ax au O** 

devraient être substituées dans l’équation proposée. 
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X. EXPRESSION GÉNÉRALE DU DÉVELOPPÉMENT d’uNB 
FONCTION SUIVANT LES PUISSANCES ENTIÈRES DE LA 
VARIABLE. THÉORÈME DE TAYLOR. 

80. La considération des coefflcients différentiels ou 
des fonctions dérivées des divers ordres , donne les 
moyens de développer une fonction quelconque en une 
série infinie ordonnée par rapport aux puissances en- 
tières de la variable. Soit la fonction proposée 

y=f{x). 

En revenant aux notions présentées dans l'article VI, 
et continuant le tableau du n" 50 , on en déduira par de 
simples substitutions , pour les valeurs correspondantes 
de X et J', 1 -:i 

X 

x+Ax 
x+2.ix 
x+IJAx 


x+n.ix 

L’expression dejy« est indépendante de la nature delà 
fonction : elle peut toujours être formée tant que cette 
fonction ne prend point des valeurs infinies dans l’inter- 
valle des valeurs x et x+n^x de la variable. Ainsi nous 
pouvons écrire 

■ "-(-0 . “'(-iX-D , 

^ 4y+.. 


Y —y 
r< =ir+Ar 
r.=y+'2^y+^y 

Y, =y-+3 Ar+3A>+Ay 


n(« — 1) n(n — 1)(« — 2) , 

jr»=.r+« Ay+-^-2 — ^y-^ ^-3 ^y+- ■ • -+Ay . 
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OO bien encore 


iv 


2 2.3 


2n /a’^ 


ÙJT* 


Cette équation subsiste , quelle que soit la grandeur at- 
tribuée à l’intervalle constant ax, et^quel que soit le 
nombre n. Admettons que l’intervalle n.x ( qui sépare 
les valeurs de x auxquelles répondent les valeurs^ ety. 
de la fonction ) demeurant constant , on fasse dinriimer 
indéfiniment Ax , et apgmenter indéfiniment le nombre 
n dans la même proportion. L’équation précédente ne 
cessera pas de subsister , et par conséquent elle doit sub- 
sister également lorsqu’on remplacera chaque terme par 
la limite vers laquelle il tend lorsque :xtend à devenir' 
nulle. Or , il est visible que la limite commune des frac- 


tions 1 — 1 — — , etc., est l’unité, et que les limites 

des rapports' — , — etc., sont les coefficients dif- 

dy <Py dPy 

férentiels ou fonctions dérivées ^ , etc. Donc 

en faisant pour abréger nt!X=h , on voit que l’équation 


entraîne la suivante 


f(x+h)=y+h -y + 


dy h’ eTy A’ d'y h* d*y 




dx 2 da* 2.3 dad 2.3.4 rfx* 

I 

que l’on écrit souvent d’après Lagrange 
/(x-i-A)=/’^x)+A/'(x)-J-^/'"(x)4-^^"(x)-J^^/'v(jr)+eu;. 
en employant pour les' coefficients différentiels ou fonc- 


...+A-^. 
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lions dérivées la notation proposée par ce grand géomè- 
tre. Cette expression remarquable, appelée théorème ou 
Jbrmule de Taylor, du nom dé sou auteur, doit être 
regardée comme l’élément principal du calcul difl’éren- 
tiel et de ses applications. 


81. L’expression précédente est souvent présentée 
sous une autre forme. En faisant x=0 , et désignant par 

Y . > ~r—> etc. , les valeurs particulières et con- 

dx (U‘ du.-^ ^ 

, , . dy (T y d^y 

stantes que prennent alors les fonctions 

etc., il viendra 


ou en mettant x au lieu de h , 


d\y. 


dx 2 dx' 2.3 dx^ 2.3.4 dx 


^+.etc. 


Cette dernière formule a été donnée par Stirling; mais 
elle est plu^ connue sous le nom de série de Maclaurin, 
à qui on l’a généralement attribuée. Quand on emploie 
la notation de Lagrange , on écrit 

f[.x)^j\d)-\‘xf' (o}+ (o)+ ^ (o)+ f" {o)+ etc. 

2 2. «5 2. 0. 4 

Cette formule et celle du n° 8o servent à déve- 
lopper une fonction suivant les puissances entières 
de la variable x: ou h. En général , la série se pro- 
longe è l’infini. Les fonctions algébriques entières 

composées , de termes de la forme ax "' , m étant un 
i.o si" ' ' 
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nombre entier positif, produisent seules des suites 
finies , les coefficients différentiels de ox" , d’un ordre 
supérieur à m, étant nuis comme on l’a remarqué 
n" 56. Il est d’ailleurs évident que si les développements 
de f{;a\-h) et de f{x) ne renferment qu’un nombre limité 
de termes , ils se réduisent alors à des polynômes entiers. 
Si, par exemple, les dérivées y’"‘*''(0) , , etc,, 

sont toutes nulles , il reste simplement 

/(•r) =/(0 )+j:/' (0)4- + ’ 

en sorte que f{x) est, dans cette hypothèse, une fonc- 
tion algébrique entière du degré n. 

82. L’équation . ; . 

/(X) =/(0)4-^/'(0)-Hetc. • 

est bien facile à établir par la méthode des coefficients 
indéterminés , lorsque l’on sait a priori que la fonction 
f{x) est développable en une série de la forme A4“Ba;-|- 
Cx’4-Djî’+€tc. Posons en effet 

(1) y(x)=A-fBx+Cx’-J-Dx3-t- 

Pour déterminer les constantes inconnues A,B,C,D 

on prendra les dérivées successives de l’équation (1), ce 
qui donnera 

f (x)=B+2Cx-l-3Dx*-i- 

y;'(x)=2C+2.3Dx+ 

et en faisant ensuite x=0 , on aura 

A=/(0), B=/'(0), C=*^,etc., 
d’où résulte l’équation (1) qu’il fallait démontrer. 

6 
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On arrivera de la même manière à la série de Taylor , 
en posant > ' 

( 2 ) 

et en difïérentîant plusieurs fois de suite par rapport à 
h , ce qui donne 

(3) ^ B+2CA+3DA*+ • 

£^!^+^=:2C+2.3DA+ 

un 

’i 

- ; T • 

Faisons jc4-/i=u , d’où /(x+A) =/(u) = par le principe 
des fonctions de fonctions , il vient 

on trouve semblablement , ' 

dh' ^ 

et ainsi de suite , de sorte que , pour A=0 , les dérivées 
successives 

df(x-¥h) e P/jx+h) " * 
dh dh’ 

sont respectivement égales à 

f'ix), /"W.etc. 

En posant donc A=0 dans les équations (2), (3), (A) 

on obtiendra 

A=/(x), B=/' (i) ,.C =-Lp, etc. C. Q. F. D. 
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On remarquera en passant que les deux dérivées ^ ■* 


df{x+h) 

df{x+h) 

dx 

dh 

ont pour expression commune _/'(«), et sont par suite 

égales entre elles ; et qu’il 

en est de même des dérivées 

des ordres supérieurs 




dx' ’ 

dh' '' 


tFf[x+h) 

dod ' 

dh' ’ 

» » / • 


83. Rien ne limitant dans la formule du no 81 la va- 
leur de a: , ni la valeur de h dans la formule du p° 80 , 
la fonction J* se trouve exprimée dans toute son étendue, 
ce qui est très-remarquable , au moyen de la valeur de 
cette /onction et des valeurs de la série infinie de ses 
coefficients différentiels qui répondent à une seule valeur 
de X. Ainsi donner les valeurs de la fonction et des 
coefficients différentiels pour une seule valeur de la va- 
riable , équivaut en général à donner la fonction elle- 
même. Mais il importe d’observer que chacune de ces 
séries ne peut être égale à la fonction correspondante 
f{x) ou J\x+h) , qu’autant qu’elle est convergente, 
c’est-à-dire, qu’autant que les valeurs obtenues, en 
prenant un nombre de termes de plus en plus grand , 
s’appro<;[ient de plus en plus d’mtfe certaine limite; ou, ce 
. qui est la même chose, qu’autant que l’on peut assigner 
deux limites aussi resserrées qu’on le veut , entre les- 
quelles la valeur obtenue se trouvera toujours comprise, 


« 
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quelque grantl que soit le'nombre des termes que l’on 
ajoute. D.ins quelques cas , la couTergence d’une série 
est manifeste ; par exemple , lorsque les termes dimi- 
nuent progressivement à partir du premier , et sont al- 
ternativement p«sitifs et négatifs , les résultats donnent 
évidemment des nombres qui diffèrent de moins en 
moins , et convergent verS un nombre intermédiaire. 
Lorsque les termes sont de même signe , la série est 
convergente si tons sont moindres que les termes corres- 
pondants d’une progression géométrique dont la raison 
est plus petite que l’unité. Au contraire elle est diver- 
gente , si tous les termes sont plus grands que ceux d’une 
progression géométrique dont la raison est l’unité , ou 
plus grande que l’unité. En général , un examen spé- 
cial est nécessaire pour s’assurer si une série est ou non 
convergente. - 

84. Il est très-important, soit pour l’applica- 
tion de la série de Taylor au calcul numérique des 
valeurs des fonctions , soit en général toutes les fois 
que l’on se borne à considérer un nombre déter- 
miné de termes de cette série ( comme on le fait dans les 
applications du calcul différentiel à la géométrie , à la 
mécanique et à la théorie du mouvement de la chaleur ) , 
de pouvoir apprécier l’erreur que l’on commet , ou du 
moins de pouvoir assigner deux limites entre lesquelles 
cette erreur soit comprise. 

On parvient, au naoyen d’une remarque tÿès-sim- 
pje , à déterminer les limites dont il s’agit. Soit une 
fonction quelconque J'(h) dont la valeur soit nulle quand 
la variable h=0 : on peut afBrmer que si depuis h=0 
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jusqu’à le coefficient différentiel ■ * est con- 


df{h) 

dh 


stamment positif ou constamment négatif, et ne devient 
pas infini , la valeur de f[h') sera positive ou négative , 
c’est-à-dire du même signe que le coefficient différentiel. 

Eu effet , tant que est positif et fini , la fonction 

croit positivement, et lorsqu’il est négatif et fini, cette 
même fonction croît négativement. Mais cette proposi- 
tion ne subsisterait plus dans les cas où le coefficient 
différentiel , ou la fonction même , auraient des valeurs 
infinies dans l’intervalle de 0 à A. 

Cela posé , supposons que l’on veuille développer la 
fonctiopy( ar+/j ) suivant les puissances de A ^ et que l’on 
ne prenne d’abord que le premier terme f^x) du déve- 
loppement. IVous écrirons donc 


/(a>fA)=:/fx)+A.n , ^ 

n étant une quantité inconnue , qui , lorsque h tend à 
devenir nulle , tend à devenir égale à • La ques- 
tion consiste à déterminer deux limites P, Q entre les- 
quelles la quantité n se trouve comprise , et qui soient 
telles que l’on ait , quelle que soit h , 


/(•r+A)</*(x,'+AQ i 

ou bien 

/(j>fA)— /(x)-AP>0 
f{x^h)—f (j:)— A(Q<0 ; 

mais d’après le n» précéden,f , la première de ces fonc- 
tions ( dont la valeur est nulle lorsque A=0 ) sera posi- , 


« 
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tive , et la seconde çera négative , si leurs coefficients 
différentiels pris par rapport à h sont eux-mêmes po- 
sitifs ou négatifs , et ne deviennent point infinis , depuis 
A=0 jusqu’à A=A; c’est-à-dire si l’on a 


d.A^+h) 

dh 

d.Ax+h) 

dh 


-P>0. 

» 

-Q<o, 


depuis A=0 jusqu’à h=h. Or il est clair -que l’on satis- 
fera à cette condition , 1° en prenant pour P la plus 

petite de toutes les valeurs que prend la fonction 

depuis A=0 jusqu’à k=h -, 2° en prenant pour Q la plus 
grande des valeurs que prend la même fonction dans 
le même intervalle. 

Admettons maintenant 4jue l’on prenne les deux pre- 
î(^pr 8 termeayi[a;) 4 A ■ du développement. On déter- 
minera les Bmites du reste de la série en assignant les 
valeurs de P et Q , de m^ère que l’on ait , quelle 
que soit h. 


, H s:r J 

/{x+h)'>/[x)+h 


A* 


ou bien 


f{x+h)-A(x)—h 


4x 




* dx 

^2 

d.f[x) 

A* 


Qi 


■dx 


/(x+A)-/(4-A^’ 


2 ' 
•|’q<0. 
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D’après le n® précédent , ces dernières conditions seront 
satisfaites si le coefficient difiérentiel de la première 
fonction est positif dans l’intervalle de 0 à A , et si le 
coefficient dilTérentiel de la seconde est négatif dans ce 
même intervalle , c’est-à-dire si l’on a 


d.f[x>\^) d.f{x) 
dh dx 

d,f[x^) df[x) 
dh dx 


A^>0 

AQ<0. 


' Mais ces conditions seront elles-mêmes satisfaites si , 
difiérentiant de nouveau par rapport à A , on pose 


(Tflx-^) 

dh‘ 

dp 


P>0 

Q<0. 


Donc on doit prendre ici respectivement pour P et Q 

là plus petite et la plus grande des valeurs qui peuvent 

appartenir au coefficient difiérentiel du second ordre 

dyix+h) , 11 I , , 

' — , dans 1 intervalle de 0 an. 

an 


Supposons encore que prenant les trois premiers 
A' (T.flx) 1,^1 

termes j{x)+n — h — du développement , on 

veuille assigner les limites du reste. Il s’agira donc de 
déterminer P et Q de manière que l’on ait 


fi^x+h)-f{x)-~hi^- 

/(jr+A)-/(a;)_A^^- 


h' æ.fjx) 
2 dx' 
h' æ.fjx) 
2 dx' 


A’ 

A’ 

2^ 


P>0 

Q<0. 


« 
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Or ces conditions seront satisfaites si l’on a 


df{x+h) df[x) ^ K 


dh 
d.f[xJrli) 


dx 
d.J\x) 


—h 


da? 

d'.fix) 


2 

h' 


3»>o 

Q<o. 


dh dx ” dx' 2 

,Ces dernières lèveront elles-mêmes si l’on a 
d'fix+h) d'f(x) 


dh' 

d'.f{x+h) 

dh' 


d'.f (j:) 


Enfin celles-ci le seront si l’on a 
</’./(jr+A) 


dtd’ 

d}/[x+h ) 

dh^ 


— P>0 

-Q<0; 


cest-à-dire si Ion prend pour P la plus petite, et pour 

Q la plus grande des valeurs qu’affectera la fonction 
d}.f[xJ^) 


dh' 


dans l’intervalle de 0 à A. 


En continuant de la même manière , on voit que tant 
que les coefficients différentiels ne deviennent point in- 
finis,; on peut développer une fonction parla série de 
Taylor, et s’arrêter à un terme quelconque, en fixant 
les limites de la valeur de la partie de la série que l’on 
néglige. Nous remarquerons d’ailleurs que les coefficients 

différentiels , etc., ne diffèrent point 


J d.f{x+h) fT/fx+A) 
dx * dx' ' 


etc., ou 


dx dx' ’ 


etc. 
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On est donc assuré que la râleur de la série est toujours 
comprise entre celle des deux expressions suivantes , 


f{x)+h 




h' d'.f{x) A3 d\f[x) 
2 dx' 2.3 dx^ 


f{x)+h 


dx 2 da^ 


y d\f(.x) 
2.3 dx^ 




2.3.4 f* 


U* 

■'■2.3.4 {* 


Q- 


P et Q désignant respectivement la plus petite et la plus 
grande valeur que puisse prendre le coefficient dillé- 

rentiel pour toutes les valeurs de la variable com- 

dxf' 

prises entre x et x+A. 


85. Il est visible , d’après ce qui précède, que l’on 
aura toujours la valeur exacte de la série en prenant 

pour dernier terme — ^ ^ multiplié par un certain 

facteur compris entre P et Q ; c’est-à-dire , par une des 
d^ .f{x) 

valeurs de la fonction — — qui ont lieu dans l’inter- 
valle de X à x-\-h. C’est ce qu’on exprime en écrivant 


f\x+h)=J[xyt-h 


df[x) 

dx 


h' æfjx) 

2 rfx* ' 


h?' d?J'(x) _ _ 4 ^“ d^.J\x-^h) 

T5 "dx^ 2.3.4..ït d^ 


S est ici un nombre inconnu compris entre 0 et l’unité. 

Quelques géomètres écrivent encore le dernier terme 
de cette manière , < 

hf^ d^.f[x x+A) 

2.3.4 f* dxi^ ’ 

afin d’indiquer que l’on doit mettre pour x dans ce 
terme, sous le signe de la fonction, une des valeurs de la 
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variable comprises entre x et x-\~h. Cette valeur est in- 
connue ; mais on sait que l’on a une limite supérieure 

des valeurs dey’(o:+A) en mettant celle qui rend — '■ 

dx^ 

le plus grand possible, et une limite inférieure de f{x+h) 

en mettant celle qui rend — ^ le moindre possible. Il 

dx^ 

' ^ d'^.f(x) 

est évident d’ailleurs que si la fonction — est con- 

djd' 

stamment croissante ou constamment décroissante de- 
puis x=x jusqu’à x=x + h , les limites dont il s’agit 

seront données par les valeurs — ^ — qui répondent à 


x=x et à x=x-\-h. 


dx^ 


86. On peut , comme dans le Uo 81 , faire x=0 dans 
la formule précédente , puis écrire x au lieu de A , ce qui 
donnera 


Tj^)=/(0)+^/'(0)+ |/"(0)+ ^/"'(0)+ + — , 

2 2.6 2.3.4....p 

6 désignant toujours un nombre dont la valeur n’est pas 
déterminée, mais se trouve comprise entre 0 et l’unité. 

On obtiendra deux limites entre lesquelles la valeur de 
y{x) sera nécessairement comprise , en mettant dans le 
dernier terme, pour J^(9x), la plus petite et la plus 
grande valeur que prenne ce coefficient dillérentiel dans 
l’intervalle de 0 à x. 

87. Au moyen de l’expression du reste de la série 
de Taylor, qui a été donnée par Lagrange , toute incer- 
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titude relative à la convergence de cette série disparaît 
entièrement. En effet , la série est nécessairement con- 
vergente , et a pour somme f (JC+A) , si la valeur du 

,, A'' d>^.f[x + fih) . 

terme complementaire — ■aevient 

2.3.*.. ..(X dx>^ 


plus petite que toute grandeur donnée lorsque le 
nombre (* augmente indéfiniment. On peut remarquer 
d’ailleurs que cette circonstance aura lieu toutes les fois 
que l’on pourra assigner un nombre déterminé N au-des- 


sous duquel la valeur absolue du facteur 


dxf^ 


reste constamment ^elque grand que soit ft, car le 

facteur tend nécessairement à devenir nul 

2.3.4 I* 

lorsque (x augmente de plus en plus. 


Des cas où , pour certaines valeurs particulières de la va- 
riable , la série de Taylor ne donne point le développe- 
ment de la fonction. 


88 . L’existence de la sériede Taylorsuppose que la fonc- 
tion j=y(x), et ses coefficients différentiels y^(x),y''(x), 
etc. ne deviennent pas infinis pour la valeur de x à partir 
de laquelle l’accroissement désigné par A est compté. Si le 
contraire a lieu , la série sera en défaut. Soit par exemple 


la fonctionyt'») de la forme ^ , m désignant un nom- 

bre positif, et F(x) une fonction de x qui ne devient pas 
nulle ni infinie lorsque x=a . Si , conformément aux règles 

précédentes , on développe | série or- 
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donnée suivant les puissances entières de h , tous les 
termes deviendront in6nis lorsqu’on y fera x=a. Ce- 
pendant la fonction a alors une valeur déterminée qui 

est Mais comme le développement de cette va- 

leur suivant les puissances de h doit nécessairement 
présenter des puissances négatives de cette quantité , il 
ne peut plus être donné par la série de Taylor. 


89. Soit encore la fonction log. x. Tous les termes 
du développement de log. (x+A) deviennent inBnis lors- 
qu’on y fait x= 0. Cependant la fonction présente alors 
une valeur déterminée , qui est log. h ; mais cette valeur 
ne peut être représentée par une série ordonnée suivant 


les puissances entières de A , puisque log. A = — — lors- 


que A = 0. 


90. La série de Taylor donne naturellement des ré- 
sultats indéterminés , lorsque la fonction proposée /'(x) 
contenant des radicaux , la valeur particulière attribuée 
à X fait disparaître ces radicaux dans la fonction et dans 
ses coefficients différentiels. Pour en concevoir la raison, 
il faut remarquer qu’un radical de la forme de ^ (x — a)p , 
P et q désignant des nombres entiers , qui fait partie 
de la fonction f{^), donne à cette fonction autaut de 
valeurs différentes réelles ou imaginaires qu’il se trouve 
d’unités dans le nombre q. Comme ce même radical se 
reproduit dans les coefficients différentiels de la fonction, 
ces coefficients présentent eux-mêmes, comme cela doit 
être, un nombre de q de valeurs. Ainsi il y a, à propre- 
ment parler, autant de développements particuliers et 
différents les uns des autres que le radical dont il s’agit 


Digitizsd by Googif 


présente de valeurs. Mais si l’on donne à x la valeur 
particulière a , le radical disparait de tous les termes 
de la série , tandis qu’il subsiste toujours dans la fonc- 
tion , où il est devenu Donc la série ne peut plus 
alors représenter la fonction, puisque celle-ci a plusieurs 
valeurs tandis que la série n’en aurait qu’une L’analyse 
résout cette contradiction en donnant des valeurs in- 
finies aux termes de la série, qui ne présente plus alors 
' de résultat déterminé. 

Le développement de f{x) doit, dans le cas dont nous 

P 

nous occupons , contenir des termes affectés de On 
connaîtra ce développement en faisant dans la fonction 
proposée x = a + h, et déVéloppant y(a+A). Les puis- 
sances fractionnaires de h paraîtront dans ce dernier 
développement. 


91. Soit, par exemple 

J‘{x) = 2ax — x'+a a’, 

qui donne 

d.f(x) , ax 

= 2(a — x) + 


dx 

iP.fix) 

da? 

etc. 


-2 + 


Vx'—a' 
d ax' 

\/ x' — d' {x' — a’)* 


En faisant x=a , on a f[x) = a, et les coelHcients diffé- 
rentiels de tous les ordres sont infinis. Cette circonstance 
indique que le développement de f{x+h) doit ici con- 
tenir des puissances fractionnaires de h lorsque x = a. 
La fonction' devient alors en effet 

/(a+A) ^a'—h'+a Vh |/2a+A, 
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dont le développement suivant les puissances de h con- 
tiendra les termes h\ h', h’, etc. 


92. On doit remarquer d’aille*urs qu’un radical con- 
tenu dans la fonction peut disparaître de deux ma- 
nières différentes lorsqu’on attribue une valeur particu- 
lière à la variable x, savoir : 1“ parce que la quantité 
contenue sous le radical deviendrait nulle; 2° parce 
qu’un facteur dont ce radical serait affecté deviendrait 
nul. Dans le premier cas le développement déduit de la 
série de Taylor ne peut jamais convenir à la fonction 
/■(x+A) pour la valeur particulière de x dont il s’agit , 
par la raison indiquée n° 90. Mais il n’en est pas de 
même dans le second cas , parce que le facteur dont le 
radical est affecté , et qui devient nul dans la fonction , 
peut cesser d’allecter ce radical dans les coefficients diffé- 
rentiels des ordres supérieurs , en sorte qu’il n’y dispa- 
raîtrait pas , et que la série présenterait en êonséquence 
le nombre de valeurs nécessaire. Cette série convient 
donc aux cas dont il s’agit , et donne une valeur déter- 
minée. - • - 


93. Si par exemple la fonction proposée était 
f{x) = (x— a)" y x—b\ 

m étant un nombre entier positif, on trouverait 
d.f(x) , , [x — fl)”* 

— 4 =^m{x — fl)"*—' y X — 6+ — . 

\ ,.^yx—b 


, I y " ~ V m{x—a)rf’'' 

— -, =m{m^i)(x — «)”•— ’k x — b-\ -• 


' (jr— «)" 


dx’ 


y X — b k{x — è)’ 


etc. 
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Chaque différentiation fait disparaître dans le premier 
terme un des facteurs de (x — a)" . Après un nombre m 
de différentiations ces facteurs auront entièrement dis- 
paru, et par conséquent la supposition x=a, en ren- 
dant nuis tous les coefficients différentiels des m pre- 
miers ordres , laissera subsister le radical x — b dans 

tous les autres. 


Valeurs des quantités qui se présentent sous la forme indé- 


terminée 

0 


9&.. Les notions précédentes s’appliquent directement 
à la recherche de la valeur des fractions, telles que 

Ax) 

F(x)’ 

qui , pour une certaine valeur x = a de la variable , se 
réduisent à l’expression indéterminée g- 


La valeur x=a étant supposée réduire à zéro les deux 
termes y(x) et F(x) , demander la valeur de la fraction 
dans ce cas , c’est évidemment demander la limite dont 

s’approche indéfiniment le rapport lorsque x tend 


à devenir égale à a. Or, tant que la variable x demeure 
indéterminée, on peut toujours, en développant les 
deux fonctions par le théorème de Taylor, poser l’équa- 
tion 


f[x-¥h) 
F (x+A) 


yi:x)+ft/'(x)+|/"(x)+^/'"(x)+etc. 
F(x;+AF'(x)+^F"(x)+^ F"(xH-etc. 


? 
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Supposons d’abord que les deux développements ne 
tombent point, lorsqu’on donne à la valeur particulière 
a, dans les cas d’exception considérés dans les n°* 88 et 
suivants. On aura évidemment la valeur dem<mdée eu 
faisant d’abord a; = a , puis en examinant vers quelle 
limite tend le second membre lorsque h tend à devenir 
égale à zéro. Or, puisque f{a) et F(a) sont nulles par 
hypothèse , cette limite est évidemment 

F(u) ’ 

c’est-à-dire le quotient des coelBcients différentiels 
ou des fonctions dérivées du premier ordre des fonc- 
tions /{x) et F(jc) , dans lesquelles on a fait x=a. 

Si la valeur x—a faisait aussi évanouir ces deux 
coefficients différentiels du premier ordre , on trouve- 
rait alors de la même manière 

/>) 

F'(a) ’ 


pour la valeur demandée. Et ainsi de suite en prenant 
toujours pour La valeur de la fraction proposée le quo- 
tient des deux premiers coefficients différentiels que la 
valeur a: = a ne rend pas nuis en même temps. 

Mais si le premier coefficient différentiel, qui ne s’é- 
vanouit pas au numérateur, n'était pas du même ordre 
que le premier coefficient différentiel qui ne s’évanouit 
pas au dénominateur, il est visible que la valeur de- 
mandée serait 0 ou ^ , c’est-à-dire nulle ou infiniment 
grande , suivant que le nombre des termes qui dispa- 
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raissent au numérateur est plus grand ou moindre que le 
nombre des termes qui disparaissent au dénominateur. 

95. Si l’on admet maintenant que les deux fonctions 
/\x) et F(o:), ou seulement l’une d’entre elles, ne puissent 
pas se développer suivant les puissances entières de h 
lorsqu’on donne à a: la valeur particulière a , confor- 
mément à ce qu’on a vu dans les no» 88 et suivants , la 
règle précédente ne pourra plus s’appliquer. Il faudra 

alors, pour connaître la valeur de la fraction déve- 

lopper les deux termes de la fraction en deux 

^ ‘ F(/ï+«) 

séries qui contiendront des puissances négatives ou frac- 
tionnaires de A, puis faire A = 0, après avoir supprimé 
le facteur commun au numérateur et au dénominateur. 

96. Soit par exemple la fraction * 

1 — X 


dont on demande la valeur lorsque x=l. Le rapport 
des coefficients différentiels du premier ordre des deux 
termes est * 

i — (ft+l)ar" 


et en faisant x = l., on trouve n. En ellet la fonction 
proposée représente la somme des termes de la progres- 
sion géométrique x+x’+x^+-....+x'. 

Soit encore la fraction 

1 — (/i+l)x*+nx"+ ' 


7 
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qui est le coefficient dillérenliel ilu premier ordre de l.t 
précédente , et qui représente par conséquent la somme 

des termes de la série l+2a^+3x’^ +7ja:"~'. Le rapport 

des coefficients différentiels des deux termes est 


— n (n+1 ) X"-' +«('«+1 ) x' 
— 2(l-a-) 


et comme il devient - quand on fait x= 1 , on prendra 


le rapport des coefficients dillérentiels du second ordre, 
qui est ’ 

■ — (n — 1) «(re + l)a::"-*+«’(n+i) a:"“' 


r • n(u+l) , , , 

et en faisant a: =1 on trouve — - — pour la valeur de- 
mandée. 

' Si la fonction proposée est 


^(1 + x ) 

X- 


n désignant un nombre positif, on a pour le rapport des 
coefficients dillérentiels des deux termes 

1 

1 

na:'—' ' 


Ainsi la valeur de cette fonction correspondante à x = O 
est 1 ou 0 suivant que l’exposant « est ou <1. 


j sin« iu 

Il en est de même à l’éprard des fractions et — 

° X* X' 

n désignant toujours un nombre positif. Quant à la 

l^~COS. JT 

fraction — — — i il faut passer aux coefficients dilléren- 
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ticlsdu second ordre, ce qui donne ^ — . Ainsi la 

^ n[n — 

Videur de cette dernière fraction correspondante à x = 0 
est -, - ou 0 suivant que l’exposant n est > 2, = 2 , ou 

< 2. On voit par-là que x étant plus petite que toute 
grandeur donnée, ou infiniment petite, 1 — cos. x est in- 
finiment petit par rapport à x ou à sin. x. 

97. Mais si l’on proposait une fonction telle que 

[/ X — a 

j/ÎW ’ 

et qu’on demandât sa valeur dans le cas où x = a , comme 
le numérateur et le dénominateur ne peuvent pas se 
développer suivant les puissances entières de h lorsqu’on 
y met a-¥h à la place de x (leurs coefficients différentiels 
devenant infinis lorsqu’on y fait x=a), il faudrait, 
comme on l’a dit n° 95, faire a: = a 4- A , ce qui donne 

a+h — 

|^2a+A . \/ k 


et en développant suivant les puissances de h , puis sup- 
primant le facteur J/A commun aux deux termes de la 
fraction , il vient 


i+ 


2 ]/a 


-etc. 




2|/2a 


-etc. 


On trouve donc , en faisant A = 0 , pour la valeur de- 
mandée , 


2a 






100 


08. On se rend compte facilement de ces résultats par 

f(x) 

la géométrie. La fraction proposée étant*^:^, soient Mn 

et MN (Jîg. 2h) les courbes dont les coordonnées sont res- 
pectivement représentées par y(a:)eLF(x). Cette fraction 

P« 

exprime la valeur du rapport ^ des ordonnées des deux 

courbes qui correspondent à une même valeur OP de l’ab- 
scisse X; et puisque les fonclions/tr) et deviennent 
nullcs lorsque a: = a , il s’ensuit nécessairement que les 
deux courbes se rencontient en un même point de l’axe 
desx situé à la distance OM=nderorig;ine. Demander la 

xaleur de la fraction* 7 ^ 7 -- lorsque x=za, c’est donc de- 

mander la limite vers laquelle tend le rapport des deux 

ordonnées P«, PN lorsque la distance MP tend à devenir 

nulle. Or, cette limite est évidemment le rapport des 

deux tangentes trigonométriques des angles formés avec 

l’axe des a: par les tangentes menées aux deux courbes 

. X, . .1. f'(à) 

au point M, cest-a-dire v;rr-r. 

* F(a) 

Si les deux coefficients dilléientielsy’'(x) etF'(x) étaient 
unis pour la valeur x — a, les deux courbes auraient 
alors au point M l’axe des x poui’ tangente commune. 
La limite du rapport des ordonnées serait donnée par la 


valeur 


f"(a) 

F'{a) 


, car le coefficient diHérenticl du second ordre 


est alors proportionnel , ainsi qu’on le verra dans la 
suite , à l’intervalle dont la courbe s’éloigne de l’axe des 
X , lorsqu’on s’avance .sur cet axe à une distance infini- 
ment petite du point de contact. 


a 


XI. DÉVELaPPEMENT DES FONCTIONS SIMPLES d’üNE 
Variable. 


»“ Fpnction je*. 

99. L expression des coefficients des divers ordres de 
la fonction x a étç donnée n“ 54. On a généralement 
dH-x'' 

= {m—2) (/»— 3) (/7*_^+i) 


Il en résulte que l’expression de (a:+A)“. en tenantcompte 
du reste de la série conformément à ce qu’on a vu n 84 , 
est 

(jt+A)"= x’^h'’+ 

2 


. TO(m— !)(/»— 2) 

f. ^(or+5A)— 


6 désignant toujours un nombre compris entre zéro et 
l’unité. Nous admettrons dans ce qui va suivre que la va- 
leur de X surpasse celle de h, et que xelk sont positives, 
ou plutôt sont de même signe t si ces deux quantités 
étaient de signes opposes ou étaient imaginaires , et si 
en même temps le module de h était plus petit que celui 
de a:, le théorème auquel nous arriverons subsisterait 
encore, mais il exigerait une démonstration particulière. 
Les deux limites de la valeur du facteur {x+ih)”'~/* sont 
évidemment x^/* et (x+A)"--“, en sorte que la valeur | 
du développement est comprise entre les valeurs qui cor- 
respondent à ces deux limites ; et on peut prouver que le 
reste de la série se réduit à zéro pour /iî=oo. Car, en 
prenant un terme de plus , les deux limites du terme 
qui représente ce reste seront égales aux limites pré- 



dont la valeur sera toujours plus petite que runité , . . ■ 

pour des valeurs de f* très-grandes , si — est lui-même 

plus petit que l’unité. Ces deux limites diminuent ainsi 

indéfiniment lorsque f* augmente , et il est aisé de voir ’ ' ' 

qu’elles se réduisent h zéro , ainsi que le reste de la série , 

lorsque jt= co. La série infinie etc., est donc 

convergente et égale à Mais elle finirait par . 

être divergente, quoiqu’elle pût être convergente dans 

. . . A , . 

les premiers termes, si — était >1. 

100. Ein divisant les deux membres par je", puis écri- 
vant x à la place de— , on a 

■ (!«■)-= .+™«- 2 ) 


m{m — ^1) (m — 


2.3. 


2.3 

(I4êx)"— /'xï“. 


La série infinie qu’on obtiendra en faisant = œ sera 
nécessairement convergente lorsque x sera •< 1 . 

D’après cequi précède, la formuledu binôme de New- 
ton, qui est donnée dans les éléments pour le seul cas- ^ 
de l’exposant m entier et positif, se trouve démontrée , T 
quel que soit cet ex posant. '■* ~ 




1* Fonction logarUhmiq\ie log. f. 

. 101. On a , conformémenlaux n“* 19 et 57 , 
dh.\o^.x 1) 

dx!^ ® xt* • 

les signes supérieur et inférieur ayant lieu respéclivc- 
ment lorsque (x est impair ou pair. Par conséquent , d'a- 
près le n“ 85 , la valeur de log. (jr+A) est exprimée par 

, , , , /h h' \ 

lo8.(x«)=l,g.x+log..(^j-^+5P_.....±-j-^ 

Le reste delà série se réduira à 0 pour (x:^ « , pourvu 
que le rapport * ne surpasse pas l’unité. On s’en con- 
vaincra en observant que les limites de ce reste sont 
-, ht^ ht* 

égales aux facteurs et multipliés par ±loe,e: 

” uxt* i4x+h)/* r r O 

toutefois cela suppose que le rapport “ ®st positif: 

s’il était nég.itif , il faudrait une autre démonstration 
que nous ne donnerons pas ici. Nous supposons le 
logarithme pris dans un système quelconque. S’il 
est pris dans le système dont la base est e ^ on fera 
’log. e = l. 

i' 

^"■102. Si l’on fai|t â: = 1 , et si l’on écrit ensuite a: à la 
place de A , les formules précédentes, donnent 

. / x' jT-î X/* \ 

loj.(l+x)=l..g..(x--+ -f- 

et si le logarithme est népérien y^on. a simplement 


— io4 — 

x' X^ X* XM • 

'>•«>=*- T+—T+0 

Les séries sont convergentes lorsque x est compris entre 
+ let — 1. 

En faisant x= 1 la dernière équation donne 
fâ=t--+5-j+-_.o, 
et en faisant a; = — 1, 

»=_!=- (i+î+-J+!+«c.). 

Ainsi la suite 1+^-hr + ? +€tc., n’est pas convergente. 
2 3 4 

Si l'on ajoute entre elles les deux équations suivantes 

/ ' 'JC’ X^ X* '\ 

log.(H-Jc) =log.e\^x— ^ +— — + etc. j 

— Iog.(l— x}=log.e ( j:+ — + — + etc. j, 

il viendra 

». 

log. = 2 log.c - + - + y + etc. ) . 

103. Nous indiquerons succinctement la manière dont 
on a effectué le calcul des logarithmes. La série qui 
donne log. (1+x), lorsqu’on y fait x=jr — 1, devient 

iog^r=log.cjV— t— 1)’+5 1)’— I (r— i)^+etc. j; 

et si le logarithme était népérien , cas dans lequel nous 
le désignons simplement par la lettre l, on aurait 

1— |cy— l)*+ctc. 


V. 


' — io5 — 

Ces formules ne pourraient être employées qu’autant 
que le nombre^ différerait très-peu de l’unité. Mais si 
l’on fait y = l/'z, r désignant un nombre quelconque, 
la première donnera 

log.z =rlog.e‘ Z— 1— î ((^ z— 1)’+ z— 1 ) > — etc. j j 

et si le nombre r est pris négativement , 


log.z=Hog.e|^l 



Ces deux' séries , dans lesquelles on peut donner à r telle 
valeur que l’on veut , seront convergentes , la première 

lorsque le nohdire r sera tel que l’on ait J/z<C2 , et la 

seconde lorsque l’on aura On voit d’ailleurs 

que la première série ayant des termes alternativement 
positifs et négatifs , taudis que tous ceux de la seconde 
sont positifs , on a 

log.z<;rlog.c(l/^l) et log.>Hlog.c 

V y Z/' 

Ce qui donne deux limites que l’on peut resserrer à vo- 
lonté en augmentant l’exposant r du radical. 

^ 104. Il çst; nécessaire d’ailleurs de connaître log. c. 
On y parvient en remarquant que a désignant la base du 
système auquel appartient log. z, on a c = ; et en 

prenant de part et d’autre lès logarithmes népériens 

1 =log.e.fa; d’où log.e=~. L’expression de ly 

du n® précédent ijonne ensuite , en faisant y = a , 


!o6 


laz=i\ =a — 1 — -(a — 1)’+ ~{<t — -1)^ — j (a— l)*+etc 

^ O ^ 


log.e 

et par conséquent 



1 

1 

L 

log.e 1 


— =rf 

■i__L+îi 

log.e l 



Le nombre la , c’est-à-dire le logarithme népérien de 
la base du système, est nommé par les géomètres le mo- 
dule. Dans le système des logarithmes népériens le mo- 
dule est égal à l’unité. Les logarithmes pris dîms le sys- 
tème dont la base est a étant multipliés par /a ou le mo- 
dule, deviendront des logarithmes népériens. 

105. Dans le système des logarithmes ordinaires la base 
a = 10. En prenant r = 2“ on trouve, en extrayant 60 
fois la racine carrée du nombre 10, 

2«o 

^10^1,00000 00000 00000 00 199 717*2 08125 50527 

^=1,00000 00000 00000 00086.73617 37988 *035*. 
Donc 

Jii2«lIiï??ii22y=0,«S*S9 4*8.9, 

la ® 199 71772 08125 50527 


et 


la= T-— = 2,30258 50930. 
log.e 


On doit multipber par ce dernier nombre les logarithmes 
ordinaires pour les changer en logarithmes népériens. 
D’après cela le logarithme quelconque, de 3 par exera- 


« 


— 107 — O 

pie , s’obtiendra en extrayant soixante fois sa racine- 
carrée , ce qui donne 

y/ 3 ^ 1 , 00000 00000 OOOOÔ 00095 28942 64074 58932, 


d’où 



3 — 1 


10—1 


95 28942^64074 58932 
199 71742 08125 50527 


= 0,47712 12547 19662. 


On peut remarquer que , d’après la formule dun® 94 , 
ona , en négligeant le c.'irréet les puissances supérieures 

de X , \/l+x=l+ — ; d’où l’on conclut facilement que 

lorsqu’on extrait la racine carrée d’un nombre qui n’a 
que l’unité avant la virgule , et qu’on s’arrête à deux 
fois autant de décimales qu’il y a de zéros après la vir- 
gule, la partie décimale de la racine est exactement la 
moitié de la partie décimale du nombre. Comme la for- 
mule dun” 102 donne d’ailleurs log. {H-x)=x log. c, on 
reconnaît de plus que les parties décimales dont il s’agit 
sont proportioimelles aux logarithmes et les donnent im- 
médiatement. 

( Voyez sur ce sujet le Vrèçis qui est devant des Tables ' ; 
de logarithmes àeCviWet.) 

3° Fonction exceptionnelle . 

4 

106. D’après les n“’ 22 et 58 on = d’où . 

l’on conclut 




2 ■ 2.3 




2.3.4... U 






a 


m 



wmÊâ 



loB 




Les deux limites du' terme qui exprime le reste de la . 
^ série comprise dans la parenthèse sont respectivement 

i'-,. ^ ■ . , 

y:\ ■ ■. et—— ft/*. Dans cette expression la est 

. 2.3.4.. ..(1 2.3.4.. ..(1 ^ 

. -: ; v' le logarithme népérien du nombre a. La série est conver- 
:N' ‘ gente, quelles que soient A et x ; car en prenant un terme 
rîV'* expressions des limites du reste seront éga- 
les aux précédentes multipliées par l’on con- 

clut que les restes tendent à devenir nuis lorsque aug- 
mente indéfiniment. 


r^... Æraw T. il vient 



107. En divisant par a'°, puis écrïvantxà la place de 




2.3 


r : Si l'on fait x = 1, on a 


2.3.4.. ..U 

□ 


-x/'. 




W- 




■ . , (i»V (/«)• (fal> 

' ce qui donne la base a en fonction du module , comme 
la série du n® 104 donne le module en fonction de la 
. , base. 

’ ' ® ^ 

Si l’on fait a = c , on a > 


JC X* , X* x^ 

e — l+x+-4-2_g+2_3_4+2.3.4.5' 


fetc , 


série qui est toujours convergente. En supposant x = 1, 
on retrouve , comme cela doitètre , l’expression du : 
bre e donnée n“ 16. , ^^5 




^ 109 — 

4“ Fondions Irigonométriques sin, x et cos. r, 

108. Nous avons, d’après le n* 59 , 

sin.a: . / u.n\ d“.cos.ar / U7r\ 

=sin. et = cos. ( 0: + ^— 1 . 

\ 2 / tixf* \ 2 / 


à' 


Par conséquent , 

siii . (ar+A) = siu . a:+ cos. x. h 

' / “ 

SIU. I a:+SA + 


sin.j 7 ,, cos.x .. . 
A — A’+ 


Ç) 


sin.a: 

+ A*+....+ 

2.3.4 ^ 2.3.4 ..(X 

COS 2? 

xos. (.r+/j) = cos.a? — sin. .j? . h — •- — ^ h’ + 


2.3 

sin. jî 


cos. or ,, 

+ ;r^. h*—....’ 


cos.f a:+ 5 /i 4 - — j 

' ^ ^ I. U 


2.3 

A“. 


A’ + 


2.3.4 2.3.4 (X 

Comme la valeur du sinus ou du cosinus d’un arc quel- 
conque est toujours comprise entre — 1 et+1 , les termes 
qui représentent les restes de ces deux séries sont néces- 

A“ 

sairement compris entre — et + — , . 

^ 2.3.4.. ..{X 2.3.4.. ..IX 

Les séries sont toujours convergentes, quelles que 
soient helx, puisqu’on prenant un terme de plus les 
limites des restes sont égales aux précédentes miü- 

tipliées par le rapport-^, rapport qui diminue indé- 

tinimcnt lorsque u augmente de plus en plus. 

109. On peut iaire a:=0 , puis écrire x à la place de 
h , ce qui donnera 


□ 


— 110 


sin .x=T — + 


X 


2.3 2.3.4.5 

,4 


23.4.5.6. 7 


4* etc. 


cos.x X ^ ^ g ^ a.3.4.5.6 


+ etc. 


On a deux limites de chacune de ces séries , qui sont 
toujours convergentes , en s’arrêtant alternativement à 
un terme positif ou à un terme négatif. Ces expressions 
ont été données par Newton. 

On ne doit point perdre de vue d’ailleurs , soit en fai- 
sant usage de ces formules , soit dans toute autre occa- 
sion , que la lettre x désignant un arc est toujours le 
nombre abstrait qui exprime la longueur de cet arc 
dans la circonférence dont le rayon est l’unité. Tant que 
la quantité x est sous les signes sin. , cos. , tang. , etc. , 
on peut concevoir cette quantité exprimée en degrés du 
quart de cercle ; mais on doit, quand elle est hors de ces 
signes , lui donner sa véritable expression. Si on conti- 
nue à l’exprimer en degrés, dont 90 forment le quart de 
cercle , il faut alors multiplier le nombre de degrés par 

le rapport 

110. Nous prendrons encore pour exemple la fonction 
y=arc. tang. x. On a , d’après le n“ 33 , 


(ix 


= — =.cos.y. 


Donc, en dilTérentiant , et considérant que dans 
second membre y est fonction de x , 

y dy 

-r- = — 2cos. r. sin. r. — = — 2cos. v. sin. r. cos.’r 
</x’ ax 

= — sin. cos. y. 


1 1 1 


En continuant à difïérentier , on trouve 

^ y ^ Y 

- -, = — 2 (cos. 2y. cos.y — sin.2^. cos.^. siti.j^) ^ 

= — 2 cos. 3^. cos.’j^, 

- -- = 2.3(sin.3r. cos. cos. 3r. cos. siii. v) -j- • 

dx dx 

= 2.3sin.4j'. cos.*^, 

^y * ^y 

-^=2.3.4 ( cos. 4j*. cos — sin. ij'.cos.’j'. sin.^) — 

Q f*K dJC 

= 2.3.4 cos. hy. cos.®^, 
et ainsi de suite. Ainsi l’on a 

h' 

arc. tang. (x+A) =_y+cos.j^. cos.^. A — sin.2^. cos.’^. — 

2 

O , - , , A» ■ - , , 

— cos.Sj'.cos.^j^.— +sin.4^.cos.'^. — +cos.5j'.cos.(y. etc., 

3 4 5 

formule qui donne l’expression de l’arc , dont la tan- 
gente est x+A , en fonction de l’arc dont la tangente 
est X. 

Si l’on suppose x=0, il vient 

r , A’ '*’ 

arc. tang. A = A —H }-etc. 


Celte dernière formule a été donnée par Leibnitz. On 
en déduit en faisant A=1 



expression remarquable du rapport de la circonférence 
au diamètre. 


Digitized by Google 



lia — 


XII. RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES FONCTIONS EX- 
PONENTIELLES ET LES FONCTIONS TRICONOMÉTRlQtlES. 

111. On sait que, conformément aux notations adop- 
tées dans l’analyse , on exprime par le signe — 1 la 
quantité qui , étant multipliée par elle-même , donne- 
rait — 1. Quoique cette quantité , à proprement parler, 

n’existe pas , et que l’expression et toutes les 

fonctions qui en dépendent soient par cette raison ap- 
pelées imaginaires , on peut néanmoins les soumettre à 

toutes les opérations analytiques , en considérant \/ — 1 
comme une constante. INous remarquerons que l’on a 

pour l’expression des puissances de \/ — 1 

(|/z:ï>=— 1 

a/3T>=_i/=ï . 

(l/=D'=-i 

etc. 

Nous rappellerons aussi que si l’on a une équation telle 
que 

A+BI/^=P+QK— 1, 

A , B , P, Q étant des quantités réelles , on en conclut 
nécessairement 

A=P et P = Q; 
j)ar conséquent si l’on a 

A+B|/=^=P, ou A-1-B1/^=:QP^, 
on en conclut de la même manière 

A = P et B = 0, ou A=0 et B = Q. 
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112. La quantité imaginaire 

a -\> b \/ — 1 

peut toujours se mettre sous la forme 
p(cos.?+ V—i sin.^), 

P et (p désignant deux quantités réelles , dont les valeurs 
sont déterminées en posant 

a 

pcos.(p = a, d’où p'=+ya’+b‘, cos. f=- 

psin.ç = ô ■ sin.ç=— . 

f’ 

La quantité p, qui est toujours un nombre positif, est 
appelée le module de l’expression imaginaire a+i \/ — 1 ; 
<f représente l’un quelconque des angles, dont le cosinus 
et le sinus sont donnés par ces expressions. ^ 

113. Cela posé , reprenons le développement de la 
fonction e* donné n° 107, qui est 


X X’ X' X X af 

e*=l + J7+— + — + + 2.3.4.S '** 2.3.1.5.6 2.3.4.5.6.7 


+ etc. 


En substitucuit dans cette équation x — 1 à la place 

de X , elle deviendra 






X' 


V-1 


2.3 


'■^2.3.4 ■‘■ 2.3. 4.5 


2.3.4.5.6 


: etc. 


x’\/^i 
2.3 4.5.6.7 

Or, en comparant cette série aux développements de 
cos. X et sin. x donnés n° 10!) , on voit qu’elle revient à 
cos. x+f /^ — 1 sin. X. Donc 

e*^— ' =cos.j:4' V — 1 sin. x, 

8 
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et en changeant le signe de x , 

g—at/—i— cos, JT — \/ — 1 sia. X ; 

équations qui ont été données par Euler , et qui sont 
d’une grande importance dans l’analyse. 

On en déduit immédiatement 

*-i + e— *1^— ' 

cos.a:= 

2 

sin. x= . 

2V—i 

llfi. Les formules précédentes peuvent être regardées 
comme renfermant tous les résultats que l’on peut tirer 
de la considération des angles. En effet , si l’on mul- 
tiplie l’une par l’autre les équations 

* 

• = cos. — Isin.o: 

y ~' = coi,. y + V — 1 sin.^ 

on trouvera 

= cos.x cos.y' — sin. jr sin.y^+ V — 1 (cos.a: sin -f- sin. jr cos.^). 
Mais d’un autre côté 

e{^)y-'—cos.{x+y) + V—i sin.(jr+y') : 

donc , d’après ce qui a été dit n° 111, 

cos.(x+y') = cos. a: cos. — sin. x sin. y' 
sin.(x+y^) =cos.xsin. y + sin. x cos. y' 

formules dont 09 déduit toute la trigonométrie. 

115 . On peut former, au meyen des expressions de 
cos. X et sin. x en exponentielles imaginaires , celles 
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de toutes les autres lignes trigonométriques. On a , par 
exemple , 

sin.j: 1 ‘ — 


tang. X = 


ou 


tang. a; : 


{/ — 1 

1 e” ' — 1 


V—\ 

On tire de cette équation 

e» K-. = ^ + ^ 

1 — \/ — 1 tang. X 


et par conséquent 


1 ^ 1 + 1/ — 1 tang. X 


2|/ — 1 1 — V' — Itaiig.x 

Donc , en développant le logarithme par la formule qui 
est à la lin du n“ 102 , on a 

X = tang. X — - tang.^j:+ - tang. x — - tang.’a: + etc. 
00 T 

Nous retrouvons ainsi la série de Leibnitz , qui a été 
donnée ci-dessus , n° 110. 

116. Il importe de considérer d’ailleurs que les déve- 
loppements 


+ etc. 


07* .r^ 

gyX 4 1. _ J_ J. 

x« 

1 

x‘ 

2 ^2.3^ 

2.3.4 

2.3.4. 5 

x’ 

3 ? 


sm. X = 07 + — — 

— etc. 

2.3 

2.3.4.S 


x’ 

X* 


cos. X = 1 — — + 


etc. 

2 

2.3.4 



subsistent lorsqu’on donne à l’arc x une valeur quel 
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conque imaginaire x=rm+n|/ — 1. On peut vérifier, en 

eflet , que la substitution de m + à la place de x 

dans la première série , ou la multiplication des deux 
séries qui représentent respectivement les valeurs de 

c" et donnent le même résultat. On remarquera 

de même que 

sln. (ffi+ — l) = sin. m. cos. nV^ — 1+ cos./n. sin. ; 

or, si , après avoir formé les développements de sin. m 

et de cos. 1 , on les multiplie l’un par l’autre, et 

on les ajoute au produit des développements de cos. m 

et de sin. n , on trouvera le même résultat qu’en 

faisant — 1 dans la série qui représente la 

valeur de sin. x. On a également 

cosS — 0 = cos.TO.cos. — 1 — sin.m.sin.nl^ — 1; 

et l’on reconnaît que le produit des développements de 
sin. m et sin. n\/ — 1 , donne le même résultat que la 

substitution de m+ n \/ — 1 à la pl ace de x dans la série 
qui représente cos x. 

Il résulte de cette remarque que les équations posées 
dans les n°* 113 et 114, qui expriment les relations 
existantes entre les fonctions exponentielles trigonomé- 
triques conviennent également aux cas où l’on attribue- 
rait à la variable x la valeur imaginaire 

Formule de Moivre. Résolution des équations binômes. 
117. Reprenons l’équation du n° 113 
e*^-' =cos.x +\/ — 1 stn. x, 
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dans laquelle x représente un nombre quelconque , et 
où l’on peut attribuer indifféremment le signe + ou le 
signe — au radical — 1. Si l’on écrit mx au lieu de 
X , m désignant aussi un nombre constant quelconque 
( pourvu qu’il soit réel ) , il viendra 

e”* = cos. mx-k-V — 1 sin. mx. 

Mais si l’on élève les deux nombres de l’équation précé- 
dente à la puissance m , on aura 

=(cos.j:+V/ — 1 sin.j:)". 

Donc . 

(cos. x + V' — 1 sin. x)* = cos. mx + l/=î sin.mx, 

formule très-importante dans l’analyse, qui a été donnée 
par Moîvre. 

D’après ce qui précède , cette formule se trouve dé- 
montrée , quelle que soit la valeur de l’exposant m. On 
peut y parvenir bien simplement dans le cas où ni est un 
nombre entier positif en formant les puissances succes- 
sives de cos. x + \/-i sin. X. £n effet , on a évidem- 

• 

ment 

(cos.x+|/ — lsin.x)*=cos.*x+2|/ — Isin.xcos.x — sin.'x 
d’où résulte 

(cos.x4- — 1 sinx)’=cos.2x+|/ — t sin.2x : 
on a de même 

(cos.x+|/ — lsin.x)’=(cos.x+|/ — lsin.x)(cos.2x+|/^ — lsin.2x), 
d’où l’on tire , en développant 

(COS.X+ 1/ — 1 sin.x)^= cos. 3x+ — 1 sin.3x , 

et ainsi de suite. 
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118. La formule de Moîvre donne immédiatement 
l’expression des racines des équations 

X* — 1 = 0 et x« + lr=0, 
n étant un nombre entier. Supposons , en effet , 
x = p (cos.^+ V — 1 sin.ç), 

P étant > 0 et f désirant un angle quelconque. On 
aura donc 

X* = p" (C0S.7ly + V/ — 1 sin. 7tf) ; 
et, en substituant dans l’équation x" — 1=0, 
p'i(cos. fif+y — 1 sin . Tiy) — 1 = 0. 

il- 

Cette dernière équation ne peut être satisfaite, d’après 
ce qui a été dit n“ 111 , qu’autant que l’on aura sépa- 
rément 

2tTT 

p"co$.R9 — 1=0 et sin.ns = 0; <&ù o= — etp=l, 

n ‘ 

i désignant un nombre entier quelconque. Donc 

, 2tV — - . 2iV 

X = cos. — + V — 1 sm. — , 
n n 

expression qu^doit donner toutes les racines réelles et 
imaginaires de l’équation x" — 1=0. En effet, faisant 
1=0 , on a d’abord x=l , ce qui est la racine réelle que 
cette équation donne nécessairement : faisant encore 
1=2 , 1=3 , i=4 , etc. , jusqu’à i=n — 1 , on aura n — 1 
autres racines différentes , qui toutes appartiennent à 
la proposée. En faisant i=n , on retrouve la racine 
réelle x=^. En faisant i=n+l , on retrouve la même 
racine qui avait été donnée par la supposition de i=2 ; et 
ainsi des autres. Ainsi la formule précédente exprime 
bien les n racines réelles ou imaginaires de l’équation 
X" — 1=0 , et seulement ces n racines , qui répondent 
aux premières valeurs de i depuis 0 jusqu’à n — 1 inclu- 
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sivement. Nous remarquerons d’ailleurs que dans le cas 
où le nombre n est pair, l’expression générale des racines 

donne , en faisant j= — , x=< — 1 , c’est-à-dire la seconde 
2 

racine réelle qui appartient alors à l’équation proposée. 

Les racines de l’équation x" — 1=0 ou x’=l , qui 

sont exprimées respectivement d’après ce qui précède par 

O.n J — - . O.n- • 

X = cos. — + V — 1 sin. — 
n n 

2- / — - . 2>r 

X = cos. — +V — 1 sin. — 
n n 


47T y- 4?^ 

X = cos. h y — 1 sin. — 

n n 


X = cos. 


6tt / — - . 6tt 

h V — 1 Sin. — 

n n 


x = cos. H K — Isin. , , 

n n 

sont appelées racines de l’unité. 

119. Si l’on substitue l’expression 

x = f (cos.» + sin.f) 
dans l’équation x"+l=0 on trouve de même 
p"(cos. nt> + V' — 1 sin. nç) + 1 = 0 , 
équation qui ne peut être satisfaite qu’autant que l’on a 
séparément 

p^cos./jf+l =0 et sin.n® = 0; d’où <p = — - etp=l , 

i désignant toujours un nombre entier. Donc , l’expres- 
sion 

(2i+l)!T , - . (2i+l)r 

X = cos. — + V — 1 sin. ^ 
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doit donner toutes les racines de l’équation x*+l=0. - 
En faisant successivement i=0, i=2, etc., jusqu’à 

i=n— l , on trouve effectivement , comme dans le cas 
précédent , n valeurs différentes qui sont les n racines 
demandées. Et si l’on supposait ensuite i=n, i=/i+’t , 
i=« 4'2 , et^c. , ces mêmes valeurs se reproduiraient suc- 
cessivement dans le même ordre. Lorsque le nombre n 
est pair, les racines dont il s’agit sont toutes imagi- 
naires ; mais s’il est impair, l’expression générale des 


racines donne , en faisant i=- 


x= — 1, c’est-à-dire 


la racine réelle unique qui appartient alors à l’équatfon 
proposée. 


120. Ces résultats deviendront plus sensibles si l’on re- 
marque que la circonférence du cercle (yîg.25) ayant été 
partagée à partie de l’extrémité 0 du diamètre en 2» 
parties égales , on trouvera , en considérant les points de 
division 0, 2 . h , 6,8, etc. , de numéro pair , les arcs 
auxquels appartiennent les cosinus et sinus qui entrent 
dans l’expression des racines de l’équation x" — 1=0 ; et 
qu’en considérant les points de division 1, 3, 5,7, 9, etc., 
de numéro impair , on trouvera également les arcs aux- 
quels appartiennent les cosinus et sinus qui entrent 
dans l’expression des raciues de l’équation xM-l=0. 


121 . Remarquons que les différents angles compris dans 

2tTT (2t + l)tr , , . ,1 1 

les expressions — ou — - — sent toujours tels que le 


même cosinus , et des sinus égaux et de signes con- 
traires , appartiennent à deux de ces angles. L’ambi- 
guité du signe radical — 1 exige en effet que cliaque 
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racine de l’équation x" — 1=0 puisse également être 
exprimée par 


2»jt , / — - . 2tir 

X = cos. — + y — 1 sin. — 
n n 


et par 


2l7T ,j — - . Zlrr 

r = cos, V — 1 sm. — . 

n n 


2iV 


Or, si l’on multiplie l’un par l’autre les deux facteurs du 
premier degré 


2irr I . 2ln 2t7r , y—— . 2tff 

X — cos. y — isin. — et x— cos. \-y — Isin. — , 

n n n n 


on trouve pour résultat l’expression réelle 

• n 

X — 2x cos. — + 1 , 
n 

qui représente d’une manière générale les facteurs du 
second degré appartenant à l’expression x" — 1. En 
effet , sil’on attribue à i , dans celte expression , toutes 

les valeurs entières qui ne surpassent pas et si on 

m 

l’égale àjzéro, on aura autant d’équations du second 
degré qui donneront les racines simples de la proposée. Il 
faut remarquer toutefois qu’en faisant i=0 , l’expres- 
sion dont il s’agit devient x‘ — “2x+l , ou (x — 1) (x — 1). 
Cependant on ne devrait prendre que le facteur simple 
X — 1 , si l’on voulait reproduire la proposée par la mul- 
tiplication des facteurs correspondants à ses racines. De 

même, en faisant i=^. lorsque n est un nomjire pair , 

l’expression précédente devient x’+2x+l , 'ou (x+l)(x+l), 
et néanmoins on ne doit compter que le seul facteur 
simple x+1. 
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On verra de la même manière que les racines imagi- 
naires de l’équation x"+l=0 , multipliées deux à deux, 
produisent des facteurs réels du second degré, dont 
l’expression générale est 


x'—2x cos. 


(2/ + <)7r 

n 


+ 1 , 


et donne lieu à des remarques semblables aux précé- 
dentes. 

122. Les résultats auxquels on vient de parvenir s’ap- 
pliquent évidemment aux équations , telles que 

ar* — a=0 ou x^+a—O, 

a désignant un nombre > quelconque ; car, en faisant 

X 

^p:=jr, elles reviennent — 1=0 etj'"+l=0. On voit 

donc que la racine n"* du nombre quelconque a présente 
généralement n valeurs, qui sont égales au produit de la 
•y— 

valeur arithmétique V a multipliée par les n racines 
de l’unité; c’est-à-dire que l’on doit concevoir, afin de 
donner aux expressions la généralité que comporte 
l’analyse , la racine n™* de +a représentée par l’expres- 
sion 

( 2iK , / — - . 2ir\ 

V a I cos. (- V — 1 sin. — I ; 

\ M « / 

et de même la racine de — a représentée par 
l’expression . 

(2i + 1)r..,— . (2t+t)A 

K.a l cos. hv — 1 sin. I. 

\ K n / 

On obtiendra les n valeurs cherchées en attribuant suc- 
cessivement <à i les valeurs entières 0, 1,2, 3 — n — 1, 
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Quand il s’-agit de +a , il n’existe qu’une seule va- 

n 

leur réelle a , si « est impair ; et deux valeurs réelles 

si n est pair. Quand il s’agit de r — a, il existe 
V” 

une seule valeur réelle — V a , sï n est impair ; et il 
n’existe aucune valeur réelle si n est pair. 

123. L’obligation qui nous est imposée de considérer 

dans tous les cas l’expression , a désignant un nom- 
bre quelconque positif ou négatif, comme présentant un 
nombre n de valeurs distinctes réelles ou imaginaires , 
donne lieu à faire quèlques remarques nécessaires pour 
l’interprétation générale de la formule de Moîvre , pré- 
sentée n* 117, 

I 

(cos. j: + |/=ï sin. xl^^cos. — 1 sin.mx. 


Tant que le nombre m est entier , chaque membre de 
l’équatiou a une valeur unique, et ces deux valeurs sont 
identiques , comme on s’en assure en formant la puis- 
sance m de cos. sin. x par la multiplication. 

Mais si l’exposant m est une fraction - ou plus généra- 


lement un nombre fractionnaire^ [p et q désignant des 


nombres entiers premiers entre eux) , le premier mem- 
bre doit, d’après ce qui précède, présenter q "valeurs 
distinctes. Or on mettra ces valeurs en évidence si 
l’on introduit dans le second membre le facteur 


2i;r — 

cos. Vv — l 

7 


sin. ~fiui donne les q racines de l’unité. 


en y attribuant à i un nombre q de valeurs entières con- 
sécutives quelconques. Nous écrirons donc 
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(cos.ar+|/ — lsin.x)ï=^cos. ^ x+l^ — îsin. - ^cos. +|/ — Isin. ; 

ou , ce qui est la même chose, 

(cos.x+|/ — 1 sin.x)7= ^cos. -f|/ZIï sin. — ; 

Ou enfin , puisque p étant un nombre entier on peut 
écrire^! au lieu de i, 

(cos.x+|/^sin. j;)7 = cos. - (x+2j7r)+k^^sin. - (x+2tV). 

î î 

Ainsi tout se réduit pour obtenir les q valeurs que doit 
présenter le second membre de l’équation 

(cos. JJ + K=ï sin. jj)î = cos. ^ x+\/ — 1 sin.-jr, 

î î 

à concevoir que l’on augmente successivement l’an- 
gle X des multiples 0,1,2, 3 q — 1 de la circonfé- 

rence 2<r. 

124. Les résultats précédents donnent également la 
, résolution des équations de la forme 

x*"+ajj»+6 = 0. 

En effet , en prenant d’abord la valeur de jj", on a 



et si le second membre est réel , il reste simplement à 
résoudre l’équation 


a 




semblable à celle du n° 12Ô. 
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Si le second membre est imaginaire , c’est-à-dire si h 

étant positif d est l’équation proposée, en posant 

/ ~d ^ • ‘ 

cos § = \ / _ et y=^^, peut être remplacée par 

l’une ou l’autre des deux équations suivantes , 

— 2cos.g’.^"+l =0, 
j'»"+2cos.g'.^"+l = 0, 

selon que le second terme est négatif ou positif. En 
considérant^d’abord le premier cas , et substituant dans 
l’équation 

y*" — 2cos.g'. =0 

l’expression 

= P (cos. T + 1/— 1 sin.'ç) , 
où P est essentiellement positif, il vient 

p*"(cos . 2 /it +1^ — 1 sin .2n(p) — 2 p’cos .^^(cos . ny .ny )+l= 0 ; 
c’est-à-dire 

P’" cos. 2ntp — 2p"cos.g’. cos. nç + 1 = 0 
P** sin. 2/1^ — 2p"cos.^. sin. 7i(p = 0, 

à cause de sin. = 2sin. n» cos. n -^ , la dernière équa- 
tion donne 

cos.^ 


P’ = 


COS./17 


valeur que je substitue dans le second membre de la 
première équation mise sous la forme 

— = 2cos.g'cos./if — p"cos.2/i?. 

P 

1 COS •J?’ i 

Je trouve ainsi — = d’où résulte p*= — ouo=l 

p" cos.rti’ p" ' 

puis 

2tTT + g 

"" T“’ 


c’est-à-dire ly : 
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i désignant toujours un nombre entier quelconque. Les ra- 
cines demandées sont donc représentées par l’expression 


jr=: cos, 




dans laquelle on donnera à i toutes les valeurs entières 
depuis 0 jusqu’à n. Les facteurs réels du second degré 
appartenant à l’équation dont il s’agit sont représentés 
par l’expression 

y~2ycos . — 

En considérant ensuite le second cas , et substituant 
dans l’équation 

y ” -f 2 cos , gf. J'" -I- 1 = 0 

l’expression 

^=p(cos.»-t- l/=î 

sin. <f) , 

on trouve encore p=l , puis 

, . (2i+t)n^±^ 

cos.n»= — cos. g'; dou ç= 

n 

Les racines sont alors exprimées par 

(2t + l)7rl-g- . 2i7C±g- 

yr = cos. + V — 1 sm. ; 

« n 

et les facteurs réels du second degré par 

. „ (2(‘+l)tr+g- ^ 

y — 2^cos. ^ -f- 1. 

n 

125. La décomposition des équations à deux termes 
en facteurs réels du premier et du second degré cor- 
respond à une proposition géométrique très -remar- 
quable, connue sous le nom de Théorème de Cotes, qui 
l’a donné le premier. A étant le centre d’un cercle (Jig.2G 
et 27) dont le rayon est égal à l’unité , soit portée sur un 
diamètre la distance AB=x. Soit un angle quelconque 
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OBl compté à partir de ce diamètre , et désigné par 
Appelons la distance Bl. On aura évidemment 


y=. |/(cos.® — x)’+sin.f’ 

et 

y' = x' — 2XCOS.Ÿ+1. 

Cela posé , imaginons que l’on ait partagé à par- 
tir du point 0 le circonférence 2ir en lin nombre 
In de parties égales , et désignons respectivement par 
/•> Xî-'-ya»-! les longueurs des lignes BO, Bl, B2, 
B3 , etc. En attribuant successivemeut à l'angle » dans 

l’expression précédente de y' les valeurs 


3. TT 
n 


(2« 1)7T 


cette expression donnera 


0.»r 

y. =x‘‘ — 2jtcos. hl 

n 

y' = x‘‘—2xcos. — hi 
n 

2. TT 

y'=zx — 2xcos. 1-1 

n 

3. TT 

r, =x — 2jtcos. — +1 
. n 

4*. TT 

3* — 2xcos 1- 1 

n 

, , ™ 5.jr 

yf=x — 2xcos. h 1 

n 


. . , (2n— 2)jr ^ 

y j,_>=x — 2xcos. 1- 1 

. n 

, , ^ (2n — 1)7T 

y j„_, = X — 2xcos. + 1. 

n 

Or, il est visible qu’en prenant respectivement les y^ de 
numéro pair ou les^’ de numéro impair, nous avons ici 
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les facteurs du second degré des fonctions x« — 1 et 
x’+i dont les expressions générales ont été données 
n° 121. On voit de plus que les divisions, également 
éloignées des extrémités du diamètre ÂB, donnent pour 
y des valeurs identiques, en sorte qu’on a toujours 

etc. Enfin, on observe que, 
d'après ce qui a été dit dans le numéro cité , on ne doit 
prendre qu’une fois les facteurs simples donnés par les 
facteurs du second degré qui répondent aux points de di- 
vision placés aux extrémités du diamètre. D’après cela , 
on aura évidemment 

r»— • 

> 

équations qui renferment l’énoncé du Théorème de 
Cotes. 

Si la construction était faite dans, un cercle dont le 
rayon fût p, on conserverait aux ligues de la figure leurs 
rapports en réduisant le rayon du cercle à l’unité , et x 

à — . Donc on a également 
f* 

X"— p- = y',,-, » 

X» + P» = y>n-,, 

y, > y,> etc. , représentant dans ces dernières équa- 
tions les longueurs des lignes BO, Bl, B2, etc. , dans 
le cercle dont le rayon est p. 

126. Une construction semblable s’applique à la 
décomposition en facteurs des équations x” — 2 cos. g. x* 
+1=0 etx’"+2cos. g. x"+l=0 , dont on s’es^ occupé 
n° 124. D’après les expressions des facteurs réels 
du second degré qui appartiennent aces équations, et 
qui ont été données dans le numéro cité, on reconnaît 
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que les canrés. des lignes BO ,'B4 i B2 , etc. , représente- 
ront ees facteurs, pourvu qu’au lieu de diviser la circon- 
férence en 2« parties ^ales , à partir jde l’extrémité C^du 
diamètre sur lequel est portée la distance AB=x, on com- 
mence cette division [fig. a8j à partir du ^int Q , après 

» 

/T 

avoir porté l’arc C0 =î=>-. Ainsi , pn désignant toujours 

par etc- ■ les lignes BO, B2, B3', etc., 

on a égalemêùt ’ . 

• • •.* 

X»»— 2cos . g 

.r"4^2cos.g^.x"+l=j^,.^,.^,.j', 

Cette dernière proposition , dont la précédente n’est • 
qu’un cas particulier , a été dpnnée par Moîvre. 


Remarques sur les expressions imaginaires. Expressions 
générales des logarilhmes et des sinus et cosinus. 


127. Les propriétés des expressions imaginaires "sont 
uniquement fondées sur les notions exposées dans les 

n°*lll et 112, et sur l’identité des expre.ssions ' 

et cos. x+J/^ — 1 sin. x qui a été remarquée djuis le 
n° 113 , et qui conduit immédiatement à la formule de 
Moîvre donnée n" 117. Nous nous Bornerons ici aux re- 
marques les plus simples sur ce sujet. 

Les propriétés principales des fonctions simples x", 
log. X, a*, sin. x ou cos. x , subsistent également lors- 
qu’on donne à la variable x une valeur imaginaire. 

La nature de la fonction x™ consiste en ce que l’on 
a x"x"=x" + ". Or, en posant 

x = .ï(cos. t + — Isint), , 

on a , 

9 

\ . ■ 
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x~<i=s"tcos. sin.^"‘=:s"tcos.n»/+|/ — 1 sia./n/} 

x" ±= i*(cos. / +|/ — 1 sin. <)"=is*(cos nf+k”^-^ sin.w<) 
et par conséquent ’ ' ■ • 

’ x”æ''.= i“+"(cos.(OT+«)t+|/ — i sin.(«i+K)f)-=x"+*. 


128. La fonction a*4pi.tégaleraentdonner o*a’’=a*+r. 
D’ailleurs on peut toujours considérer à la place de a* la 
fonction e*, car pdfeant «*=«”, et prenant dejiart etd’.antre 
les logarithmes népériens, il vient xla=i> -, en sorte 
^ qu’il suffit de multiplier x par Id pour changer a* en e*. 
'‘.Mais en faisant x=/n+n 1, et J—p^ V ' — L 
* nous avons 


e* = e“+" = e”(cos.n4-|/' — 1 sin.n) 

* er=eP+»K^— ■t=eP.eïl'^^=e/’(cos.^+l^ — Isin.^). 
Donc 


c*.er — e"'h’(jcos. (rt 4-13') +^^ — lsin.(n + ^)j= e*+r. 

OBservons d’ailleurs que la transformation de a* en 
e*, opérée en multipliant x par /a , suppose que Ifii soit 
un . nombre qui puisse être assigné , c’est-à-dire ijue a 
soit un nombre réel et positif.Xa propriété de Ifli fonc- 
tion a* dont il s’agit ne subsiste pas sans restriction , 
lorsqu’on veut attribuer au nombre a des valeurs uéga- 
tive$ ou imaginaires. 

129. La nature des logarithmes consiste en ce que l’on 
a tbujoürslog. xy= log. xH-log.j-- Cette équation sub- 
sistera également en donnant aux variables x, y des va- 
leurs quelconques réelles ou imaginaires , pourvu que 
la base a du système de logarithmes soit toujours un 
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nombre réel et positif , coniormément à ce qui a été dit 
n° 64. En effet , nous pourous considérer Ix a la place 
de log. a-, puisque , d’après k n° 104,. il suffit de 
multiplier log. x par -/a pour le changer en Ix. Or, 

en posant x=s (cos. sin. t) , j'=u (cos. »'+ 

et se rappelant qué, d’après le n° 113, 
e'^—‘ = COS.Ï+ — i sin^ t , d’où t \/ — '1 = / (cos. t 
sin. t) { noiis aurons 

/x=ls + i y — 1 
ly ,-= lu+o y —i , 

d’où 

lx + ly = l. su + {t+v)y 

130. Remarquons d’ailleurs qu’en multipliant par 
h les deux membres de l’équalion e*V/— > = cos. x + 

sin. X , h désignant un nomlire réel quelcon- 
que, puis , prenant les logarithmes népériens des deux 
membres , nous avons • 

Ih+x y — 1 = /[/t(cos. X + y — 1 sin. j:}]; 

Or, l’expression h (cos. x+l/^ — 1 sin. x) peut, d’après 
le n° 112, représenter un nombre imaginaire quelcon- 
que ; d’où l’on conclut que l’équation pré- 

cédente donne l’expression générale du logarithme né- 
périen des nombres imaginaires. Ce logarithme est égal 
au logarithme népérieujdu module h., auquel est ajouté 
le terme x I/-1. 

De plus, l’expression Ji (cos. x+l /' — 1 sin. x) re- 
présentera également un nombre réel quelconque positif 




Digitized by Google 





— i3a —, 

lorsqu’on y- supposera Tare xi=2iJl^, i désignant un 
nombre entier ; et un nombre réel quelconquè négatil 
krsqu’on y supposera On a, donc respecti- 
vement . 

- tt+2Mr V — 1 

M + (2l + l)irV'^ ■ 


pour les expressions' générales des logaritfames népé- 
riens du nombre positif h , et du nombre négatif — h. 
Ces expressions doivcait être admises , parce qu’elles sa- 
tisfont anx équations e‘^=x, et lx+ljr::=l.xj qui résultent 
immédiatement de la définition de la fonction logarith- 
mique. On voit que le logarithme de tout nombre posi- 
tif a une seule valeur réelle qui répond à i=o , mais que 
le logarithme d’un nombre négatif a toutes ses valeurs 
imaginaires. 

131. L’expression précédente du logarithme* d’un 
nombre résulte d’ailleurs de l’équation 


lz = r - 




qui a été donnée n° 403. En effet, si l’on suppose l,e 
nombre r infiniment grand , cette équatipn se ré- 
duit à 

lz = r (z* — 1 ). 


Or, on doit, pour, lui conserver toute sa généralité, y 

concevoir ccmformément au n° 122 , z ’’ comme représen- 
tant le produit de la racine arithmétique V z par les r 
racines de l’unité. On doit donc écrire, avec la condition 
de Éafre r infiniment grand , 


V. 
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/zsar-j^P'z ^cos. ^ + V/ — Isin. — 1 J , 

ou ..- 

fe = r ccfs. -•-ly+V'— l.p^.i'sin. 

lyiais r étant infiniment grand , on peut remplacer 

‘ ■ 2iV 

dans le premier terme du second membre cos. par 

l’unité ; et dans' le second terme Y z par l’unité, ;'sin. 
par 2î»r. Ce. second membre se réduit donc 

rO/ Z l) + 2tir V” — 1 , c’est^à-di^e-^ /s + ÿV V — 1 . 

S’il s’agissait d'un nombre négatif , on yerfait de la 
même manière que les racines r‘“" de — z étant elprimé< 


généralement, d'après le n“ 122, par 

]/-i sin. l’équation précédente donne pour 

l’expression de l { — z) ■ * ' •' 

lz+{2i + \)-nV^. 


{2Î4-l)rr 


132. En faisant i=0 dans. Véquation 


/(— l)=(2i+l)T=k^— 1, on trouve ,:= 


A-1) 

V~\ 


expression 


singulière du nombre n qui a été donnée par Jean Ber- 

/(— 1 ) 

nouilli. On a d’ailleurs plus généralement ^ 

Les équations de cette nature sont des conséquences 
immédiates de la relation qui existe entre les' dévelop 
pements des fonctions e*, sin. x et cos. x, et s’inter 
prêtent sans difficulté d’après cette remarque. 
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. 133. On recoiyiait également que les propriétés essen- 
tielles des fonctions trigonométriques sin. x et cos. x, 
qui sont exprimées par les équations 

sin. (x+^) == si;^.,xcosi>^ -t- sin. .y ços. x 
■ cos.(x+^) = cos.j:'cos._^ — sin. a: sin. . 

conviennent également aux cas où les variables x et jr 
sont- supposées Imaginaires et remplacées respectivement 

parles expressions iw+n|/ — 1 et — 1. H suffit, 

pour en être assuré , de se rappeler les remarques qui 
ônt été fai^s dans les n° 11&. et 116. 

134. Si J'en' veut d’ailleurs connaître les eitpressions 
générales du sinus et du cosinus d’un arb quelconque 
réel- bu Imaginaire, on remarquera que 

cos..(/7i + n V’ —0 = cos. m. cos. n V — 1 — siH.wj.sin.it — 1 
sin.(iM-|-/t Ÿ — 'l) = sin. WJ. cos. Il \/ — 1 -Hcos. wj.sin. n — 1 

Mais' les expressions de sos. x et sin. x en exponen- 
tielles qui ont étédonnées n” 113 , et qui conviennent , 
d’après le.n° 116 , au cas où l’on attribuerait à x la va- 
leur imaginaire ,n|/ — I , Asnnent 


cos. it k^i= 
Donc 

cos. (w»-«-i.l/:=î)= 

\ 

sin.(wi-f — 1) = 


e— ’-f-C* • . " — c"' 

— sin./tK — 1= — 

2 • 2 y/— ï 


c - " + c" 

' 2 
c— ~ 4- e" . 


cos. in 




e~". — e; 
2“ 
— e" 


S1B.WJ 


sin. WJ + V' — 1. cos. WJ. 

2 . 2 


. '135. On'ne donnera pas ici plus d’étendue à ces no- 
tions, et l’on .ajoutera seulement que toutes les relations 
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analytiques qui pei^TCnt étfe établies entre, les quan- 
tités réelles et imaginaires ne doivent* être admises 
qu'autant qu'elles peuvent être justifiées et interprétées 
au moyen des équations 'fondamentales qui ont été ' 
données an commencement de cet article, et qui're- 
posent elles-mêmes sur l’identité des .développements en 
séries toujours convergentes des expressions et 

cos.aH-(/ — 1 sin. x. • _ - 

On a vu d’ailleurs par les remarques précédentes qiie 

les fonctions simples delà quantité imaginaire 
se transformaient toutes dans des expressions de la forme 

On en conclura que la même ebose doit 
arriver pour les fonctions composées de celles-ci. 11 jen 
est de même à l’égard des fonctions inversas, telles que 
arc sinT x ou arc cos. a;; et en général on admet que 
toute fonction formée de quantités imaginaires peut se 
ramener à la forme P 4- — 1 , P .et Q désignant des 

quantités réelles* .. . • 

Expressions des puissances du cosinus él du sinus d un Stn 
en fonction des cosinus ou des sinus des arcs multiples. 

136. Les géomètres ont donné plusieurs séries' #n 
moyen desquelles les cosinus ou sinus des arcs multiples 
sont exprimés en fonction des puissances du cosinus et 
du sinus de l’arc simple , et réciproquement. La- discus- 
sion et l’interprétation exacte de ceSi formulés exigent 
l’application des notions qni ont été présentées n"» 111 
et^suivants, et l’on peut voir sur ce sujet les Leçons sur 
le calcul des fonl;tions d« Lagrange ( 10 et 11' leçon ) , 
et l’ouvrage deM. Poinsot intitulé, Reeherches sur l‘a- 
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naljrse des sections angulaires. Ob_ se Jiomera à prrâeD- 
ter içi les expressions suivantes, dont l’usage est utile 
dans le calcul intégral , en se l)ornant même £ui cas des 
puissances entières et positives du sinus et du cosinus. 

Soit fait ■ 

^Cos.ar+V^, — lsin.a:=tt,, d’où SlcoS.a?=u + (' 

cos.a:— — i sin.j;=»' SV — l|sin.xs=u — V. J J 


En développant la puissance m de u+i' par le binôme de 
Newton , et supposant d’abord que m soit un nombre en- 
tier positif, on a donc 


, nt(m — 1) 

t2cos.x)”==u" + m«“7^ vH — — + v"; 


oü en remarquant que uv ^ 
(2 cos. 4- 


=1. 

m[m — 1) 
2~^ 


«"-< +. 


+ V". 


Gomme on a d’ailleurs généralement par le théorème de 
Moîvre, n° 117. «■"= cos. sin. mx, cette équa- 

tion peut s’écrire . 

‘ ■ • • ,/n(m — 1) 

(2cos. x)" = cos.mx+ m cos. [m — 2)a?H — ^ cos. {m — 4)a^+ 

■ . 

'*•' ■ ' +....q*cos. ma: 


, +y — l^sia. mx fmün. (m — 2)a: + — sin; (m — i)x + 

+.... — sin. mcc J. 

■» V, , • 'J 

• 

La suite qui forme la première ligne présente des termes 
qui sont tous égaux deux à deux, à l’exception d’itn seul, 
dans le càs où m est pair. Quant à la su^te qui formo 1^ 
Seconde ligne elle est toujours formée de termes qui se 
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détruieent réciproquement. Ainsi Von a, simplement dans' 
le cas dont il s’agit ; 1° si l’exposant m est pair 


(2cos. j:)"=2 


. , m(m — 1) 

cos. mx+mcos. {m—-2)x+ — — - — i cos. (m— 4)x+ + 


m(m — 1 ). 


m 


cos. ix 


«....( 1 -,) 

2° si l’exposant est impair • ‘ '' 


1 )(«— 2 ).... 


.' 2.3.4 

2 


(2cos.x)"=2 


ços.ffix-f:/Mc 08 .(m— 2)x+ — Il cos. ( ot-^4)x +'.....+ 

2 . I ' • 


m{m — l)...- 


m — 3 


2.3. 


m — t 

'~a~ 


— cos. X 


137. Une analyse setnUable (tennera Véxpression des 
puissances du sinus. En développant la puissance m de 
U — dans le cas de m entier et positif, on a 

(KTÎ .2sin.x)r=M'"— — Hu"— • 

2 • 

ou parce que = 1 , 

(1^—1 .2sin. x)'“=u "‘ — /««"■•-'>+ «™— 4 -- il/". 

Les signes + ou — ont lieu respectivement lorsque m est 
paif ou impair. Mettant ensuite pour u'“ l’expressiçn 

cos. sin. mx , il vient 
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t t y X ■ • • • 

^ cos.wjor— ‘cos.(m — 2)x4- — cos.(/n — 4)x — 

' . — ....icos.OTj: 

t / — rf • . 

+ V — Il sJD.wîx — 79sm!{m— 2)a:H — — sm.(ni — )x — 

— ....i sin. 

1° Si l’exposant m'est pair là seconde ligne se réduit S 
zéro , et l’on a 


{ — l)*(2sin.-x)"=:2 


cos. mx — 7rtcos.(m—r2)jr+ cos. (m — 4)x — . ... + 


• ffê • 

H: — • — cos. 2x 


m(77i— 1 )(to^2).... (^ + i) 


' m 

2.3.4 - • 

. 2 


Lés signes supérieur et inférieur ont lieu respectivement 
lorsque m est un multiple de k ou un multiple de 2. 

2° Si l’exposant m est impair, la seconde ligne se réduit 
à zéro, et.l’ou a • • . ' ■ i 


m— I 

( — 1) ’ (2sin.x)"'=2 


m(m — 1) . , , * , 

sin.mx — msin.(m — 2)rH sin.(7rt' — 4)x — ± 


m(m — 1).. . 


wi— 3 
2 


2.3..... 


m — 1 


cos. X 


Les signés supérieur et inférieur ont lieu respectivement 
lorsque m est un multiple de 4 ou un multiple de 2 aug- 
mentés de l’unité. 
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XIII. EXTENSiO^ UE T.À FORMULE DE tAÎLOft AUX' FONC- 
TIONS DE PLUSIEURS VAlllABLES. 

• ‘ 1 




138. Considérons la foncfion 


z=/(x,^), . ; 

dans laquelle x etj- représentent deux variables indépen- 
dantes. On suppose que ces variables prennent respecti- 
vement les valeurs x+/i, jr+i. et il s’agit d’obtenir le 
développement de la^ valeur que pfenc^ra la fonction , 
c’est-à-dire de f{x+h, jr + i) , ordonné suivant les puis- 
sances des quantités h el i* Pour y parvenir, on posera 
A=a?et i=xccn, et considérant la quantitéy(a;+ 2 ç,^+ 2 >!) 
comme une fonction du nombre quelconque a, on écrira 

* F(a)=y(x + aÇ,y-t-a>»). 

I 

Or, on peut développer F(a) suivant les puissances de a. 
au moyen du théorème donné au n* 86. Noùs' prendrons 
donc successivement les coctBcients dillérenticls des di- 
vers ordres de F(si), qui seront exprimés ainsi qu’il est 
aisé de le reconnaître , par 


‘ F'(a)=— + . 

rv,/, V _ vj . O . 


en écrivant pour abréger, y au lieu d« y-^xn). 

Puis nous ferons dans lès valeurs de ces coefficients , 
ce qui donnera • ■ • 
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iD * 

F"'iO)=^V+3- 


ePz 

dx'dj 


«•» + 




d}z 


(Lcdÿ^'"'^ 


etc. 


- Nous aurons donc en appliquant la régie du numéro cité, 


_ dz 

^W=»+‘:ri5 


dx L dx 


dz 

+ ;t- »; 
dy 


<r Z , 
»+Tr,5 


d‘‘z 

æz . • 


•2 ^ ' 

d?z , 

+ 3^.Ç,‘ 

dxdy 

d?z 


2.3 


+ etc.. 


ou, en rèmplaçant-a^ par h et a» par i , 


' (T Z h' d^z A’ ’d^z h* 


f{x+h,y+i) = z+— A+ + — — + _ 


dx’ 2 d^ 2.3 dx* 2.3.4 


+ etc , 


dz . <Tz . dCz h’i d*z h'i 

+ — J + fn H 1 

dy dxdy dx’dy 2. dx'dyü.i 

cTz /£ d‘z Ar d*z AV 

dy' 2 dxdy' 'i'^dx'dy'2.2 

d^z i’ _ d*z hi' 

. 'dp'ïiï'^ dxdy’^ 

' * • ■ . . d*z i* 

^ ^ 2.3,4 

développement dont la loi est évidente. Le .second terme 
est la diflérentielle complète du premier ordre de La fonc- 
tion Z , où l’on a écrit A à la place de dx et i à la place 
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d6 dy. Le troisième terme est sa dÜlérentielle du second 
ordre, où l’on a fait lès mêmes chanj^eménts , divisée par ç 
2. Le quatrièpae- terme est sa diilérenlielle complète du ' 
troisième ordre , où l’on a fait le^ mêmes’ cha/igements , 
divisée par 2.3 ; et ainsi de suite. 

Les notiods précédentes s’étendront sans difficulté aux 
cas où la fonction proposée contiendrait plUs -de deux 
variables indépendantes , et où l’on sfipposerait que ces 
diverses variables subissent toutes des accroissements. 
Les termes successifs du développement sont toujours les 
diflérçntielles complètes du l", 2', 3', f»", etc., ordres de 
la fonction proposée, où l’on a remplacé la difïérentielle 
de chaque variable par la quantité dont pn la suppose 
augmentée, et qui sont divisés respectivement paf 1,2, 
2.3, 2.3. 4, etc. 

» ’ • , 

• WQ. La formule précédente donne également le dé- 
veloppement de là fonction suivant puis- 

sance de X et y. En y faisant x= 0 et j-=.0 ; puis écri- 
vant X à la place de/t, et y à la place de t, if vient 


. „ dz„ x' itz x’ 

/(•r„r)=^-ô+5^ ^ ^ + etc., 

' ePz^ d'z x'y 

dy' 2 dxdy' 2 

' d\ y 

dy' 2.3 

, dz dz (Pz^ , 

Ou nous représentons par valeurs 

, ~ dz d Z P Z 

que prennent respectivement les fonctions 
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etc., lorsqu’on y fiiit en m^e temps x=xO etys6. 

ÏI en serait de même s.i^e nrtnibre des variables indé-^ 
pendantes était plus considérable. . * 

140. Si l’on veut arrêter la série a un teirme déter- 

I 

miné , et connaître les limites de la Valeur du reste que 
l’on néglige, comme on l’a'’ fait dans les numéros 84 et 
suivants <1 l’égard des fonctions d’une seule variable, il est 
visible, par les principes établis dans ces numéros, que 
dans le développement de F(-/) l’oq devrait dans le terme 
auquel l’oii veut s’arrêter, remplacer a par Oa , au lieu de 
faire a = 0; et par conséquent dans le développement 
de _/(x+A,j^ + i) remplacer x par x + 6/i, et_^ par 6t, en 
désignant toujours par 9 un nombre indéterminé compris 
entre zéro et l’unité. On connaîtra ensuite lès limites 
cherchées en attribuant-, dans le terme dont il s’agit, à 9 
les valeurs qui le rendent le plus grand ou le moindre 
possible. 

Par exemple, si dans le cas de la fonction de deux va- 
riables z=.f{xly) on s’arrête aux termes du 3' ordre,, on 
aura 


... , dz éCz h' h? 


dx^ 


a.3 


dz . dtz . tPj'{x+‘>h^y-\4i) h'i 

dxdy dx'dy 2 

' (P Z P d\J'{x+0h,y+9i) hi‘ 

■ djP 2 dxdy^ 2 

^ d’/(x+9/i,y+6t) {’. 

■ , . df . ^ 

141w lien serait de même à l’égard du cas où la fonc- 
tion est 'développée suivant les puissances ascendantes 
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des deux variaWesx, y. Si l'on s’arrétp aux tei-mes du 3* 
ordrè( et si l’on posé Ox^:x", 6y=y , Qn'aurî\ évidemment 

fix,y=z. — a:+^,j + 


tPz, 




H -— + 


•d\f{jdy) 

x' 

djcP 

Ü3 


X*Y 

dx 'dy' 

2 

d^-Ax\y) 

^y 

dx'dy" 

• 2 

d\f[x',y') 

y 

dy 

2.3 


En attribuant à 0 les valeurs qui rendent l’expressioh 
du reste le plus grand et le moindre possible , ôn aura 
deux limites entre lesquelles la valeur véritable du dé- 
veloppement se trouve nécessairement' comprise. » 

XIV. MAXIMA ET MINIMA DES FO.NCTIOKS d’üNE OU DE 
l’LUSIEtJRS VARIABLES. • . . • 

H2. Considérons , en premier lieu une fonctibn réelle 
d’une seule variable 

y=/{^) , 

et représentons-nous l’ensemble des valeurs que prend 
celte fonction lorsqu’on donne à x toutes les valeurs pos- 
sibles depuis — ^jusqu’à 4^. Si les valeurs de la fonction 

y après- avoir 'été croissantes- deyiennerit décroissantes , 
la plus grande dé ces valeurs est dite un maximicm-, et 
réciproquement si ces même valeurs , qui diminuaient 
progressivement, viennent ensuite àaugmenterprogres- 
sivement, la plus petite est- dite un minimum. On voit 
qil’il est possibte*qu’une fonction n’aitpoint de maximum- 
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ni de minimum, ou qu’elle en ait pl.usieurs. La question 
consiste.à déterminer les y^leuri de la variable indépeu- 
dante x, s’il en existe qui répondent anx maxima ou aux 
minima de la fonction. 


Si la valeur .a de x répondait à un maximum delà 
fonction réelle fi^x), il eSL visible que y(aj serait plus 
grande, que f{a + h) ety’(a— /i), h étant Une quantité 
moindre «que toute grandeur donnée.. De même si la 
valeur» répondait à un minimum, y’(a) serait plus petite 
'quejr(a+A) et f{a — h). D’après cette remarque, la ques- 
tion dont il s’açit peut être facilement résolue. 

En développant Jf(x+A) par la formule de Taylor on a 


généralement 


æ.Jlx) h' d\f(x) h^ _^d\f{x) 




et d’après les principes expliqué? dans les n°* 83 et sui- 
vants , nous pouvons arrêter cette série à un terme 
quelconque, en substitu.int aux termes omis une ex- 
pression dont la valeur est comprise entre des limites 
qu’il est toujours facile d’assigner. Admettons en pre- 
mier liqu que l’on s’arrête aux termes du second ordre , 
et écrivons 


f{x+h)=/(x)+^^^ h+ 


<f/(x+0/i) h’ 
^ dx' 2 



0 désignant un nombre compris entre zéro et +1. Il s’agit 
de reconnaître les conditions nécessaires pour que f{d) 
soit plus grande que f(a+h ) , h pouvant être supposée 
aussi petite qu’on le veut. Or il est visible qu’en pre- 
nant h aussi petite qu’on le voujl^a , on pourra tou- 
jours faire dépendre le signe de la somme des deux ‘ 
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termes —j — h + 
dx 


— 145 — 

«r/(x+6A) K 


dx' 


— du signe du premier terme 


, d.f\x') , d' .ff^x->r^h) h . • ■ 

seul h , puisque — pourra toujours être « 

rendue plus petite que D’où l’on conclut, 1® que • 

J\a) ne peut être plus grande que /(a-j-A),. quel que 
soit le signe de h, à moins que Q® soit nul et ^ue 

— ne soit aflecté du signe — • ; 2® que f{a) ne peut * 
CLX 

être plus petite que f[a-\-h), quel que soit le signe h, à 

df[d) . d'.J\a) 

moins que ne soit nul, et que ne soit atiecte 

du signe >j-. 

Ainsi, pour qu’il y ait maximum ou minimum lors- 
qu’on fait x=a, il est nécessaire que cette valeur a rende 
nul le coeflScient dilFérentiel du premier ordre ; et il *5^ 
aura maximum ou minimum suivant que cette même- 
valeur donnera le signe — ou le signe + au coefficient 
différentiel du second ordre. 

143. n pourrait arriver d’ailleurs que la valeur 
dont il s’agit rendit nuis les coefficients différentiels 
des deux premiers ordres. Dans ce cas il est nécessaire 
de considérer les termes suivants du dévfloppement et 
d’écrire 


dx 


<£r’ 2 djd 2.3 


dx* 2.3.4‘ 


Le même raisonnement qui a été fait ci-dessus mon- 

. , d.f(x), d^J{x) A* 

treraquesi les termes ~ disparaissent 


dx' 2 


10 
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lorsqu’on faitx=a, la valeur a ne peut répondre à un 

maximum ou à un minimum qu’autant qu’elle fera dis- 

* - 1 1 d.\f\x) h' 

paraître egalement le terme ■ ' ^ * — ; et qu il y aura 

maximum ou minimum suivant que pour cette même 
< ' * ' 

valeur le coefficient différentiel du 4 .' ordre 

dx* 

sera négatif ou positif. 

En général , il ne peut y avoir maximum ou mini- 
mum pour une valeur donnée de x qu’autant que le 
premier coefficient différentiel que cette valeur ne rend 
pas nul est d’un ordre pair ; et il y a maximum ou mini- 
mum suiv.ant que ce coefficient différentiel prendra le 
signe — ou le signe 4-. 

144 . Il pourrait arriver encore que la valeur a de x, 
déterminée par l’équation ^=0, rendît infinis le coeffi- 
cient différentiel du second ordre et les suivants. On 
serait averti par-là , conformément à ce qui a été dit dans 
le n® 88 et les suivants , que la formule de Taylor ne 
peut exprimer la valeur de la fonction en série ordonnée 
suivant les puissances entières de h. Les règles précé- 
dentes ne peuvent donc plus s’appliquer. On doit exami- 
ner d’une manière spéciale la marche des valeurs de la 
fonction , ce que l’on fera facilement èn la développant 
suivant les puissances fractionnaires ou négatives de h 
après avoir fait x=a. 11 faut observer aussi que l’ana- 
lyse, précédente exclut implicitement les maxiVwa et mi- 

nima correspondant à une valeur de x, pour laquelle 

dy 

la dérivée -7- serait infinie ou discontinue. 

K . dx 
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IS.5. Les notions précédentes deviennent bien sen- 
sibles en considérant les courbes dont l’ordonnée y 
représente les valeurs de f{x), et en admettant, pour 
fixer les idées, que les fonctions f{x), f{x), f" {x) 
sont continues. Il est évident en effet qu’il ne peut 
y avoir maximum ou minimum que dans des points 
m, n, P , q, r, s {Jlg. 29), où la tangente est p^jral- 




lèle à l’axe des abscisses, et où l’on a ^ = 0. De 

dx 


plus il y a maximum en m et enp lorsque , la courbe 

^ , d'y 

présentant sa concavité au bas de la page , est nég.a- 

tif; et il y a minimum en et en ^ lorsque, la courbe 


d'y 


présentant sa convexité au bas de la page, est pOsitiL 

Les quantités négatives sont ici regardées comme étant 
d’autant plus petites que leur valeur absolue est plus 
grande. 


dy 


On reconnaît également que Li condition 0 n’en- 
traîne pas nécessairement l’existence du maximu^ft ou 
minimum, parce qu’il y a des points pour lesquels la 
tangente est parallèle à l’axe des x, sans que la fonction 
ait cessé de croître ou de décroître. M.tis ces points sont 
généralement des points d’inflexion , dans lesquels 
change le sens de. la concavité de la courbe, et où le coef- 
ficient différentiel du second ordre devant changer de 
signe prend la valeur zéro. Nous reviendrons dans la 
.suite sur les caractères analytiques qui appartiennent 
aux divers points singuliers que les courbes peuvent pré- 
senter. ' , 

146. On voit donc, d’après ce qui précède, que pour 
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trouver les maxima et minima de la fonction proposée 
jy =J\x ) , en excluant ceux qui rendent infinie ou dis- 
continue la dérivéey^(o;), il faut poser l’équation 



qui, étant résolue par rapport à x , donnera les valeurs 
demandées. On jugera si ces valeurs répondent à un 
maximum ou à un minimum en les substituant dans le 

d'y 

coefficient différentiel du second ordre , et voyant le 

signe qu’elles lui font prendre. Si ce coefficient différent 
tiel devenait nul. on passerait aux suivants, conformé- 
ment à ce qui a été dit ci-dessus. 


Si la fonction^ n’était donnée que d’une manière im- 
plicite , au moyen d’une équation F(x.j') = 0 , on égale- 
rait de même à zéro son coefficient différentiel, déterminé 
conformément à ce qui a été dit dans le numéro Ifi. L’é- 

quation ^ = 0 contiendrait alors x et jr ; mais en 


éliminantj)^ entre cette équation et F(x,j-) = 0, il reste- 
rait une seule équation en x qui donnerait les valeurs 
cherchées. 


14-7. Les mêmes principes s’appliqueront aux fonc- 
tions de deux variables. Mais, pour plus de simplicité , - 
nous supposerons toujours que le théorème de Taylor 
convient au développement de ces fonctions, ce qui ar- 
rive dans la plupart des applications du calcul différen- 
tiel. Soit 

' s— /■(•*•, r)- ' ■ 

r • . V - • ' -r 
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En développant f{x-\-h, y+i) d’après ce qu’on à vu dans 
l’article précédent, on aura . 


„ . . , •> . dz ^ _ rf‘/(j:+0A,^+et) A* 

/(x+A,^+*) = s+-A+ J- 


,dz.^ rf*/(x+6A,jr + 0t) 

+ ^ 

rf*/(a:+SA, j'+9t) f 

dy^ 2 


9 désignant une fraction. Or en prenant h et i suffisam- 
ment petits , on rendra toujours le deuxième terme 
d Z dz 

^A+— i plus grand que le troisième terme, et par 

conséquent le signe de leur somme dépendra dû signe 
du deuxième terme seul. Donc pour que les valeurs 
x = a,^=z A répondent à un maximum ou à un mini- 
mum de la fonction z , ce qui exige que f{a, b) soit plus 
grande ou plus petite que f{a±h, A±;t), il est néces- 

d Z d 2 , - V 

saire que le » et par coiiséqueut 

puisque les quantités h et i.sont absolument indépen- 

• . * ^2 
dantes l’une de l’autre, que l’on ait séparément 

dz , 

— = 0. De plus il faut qu’en donnant une valeur (luel- 

conque aussi petite que l’on voudra aux accroissements 

A et I la quantité — _+ _Am- — - soit toujours 

négative pour le maximum et toujours positive pour le 
minimum. Supposons d’abord que l’équation 

d'z h' ^ d'z h d'z 


'.■O i'*» . 
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résolue par rapport à rindéteçminée ^ n’ait que 

des racines imaginaires, c’est-à-dire que l’on ait 
/ «Ta V Z d'z 

\dx^ J'^dx'''^” condition qui ne peut être satisfaite 


d"z tT Z 


que si et ^ sont de même signe. Alors la quantité 


d’z h’ d'z 


d'z 


^*'2 ne pourrajamais ni devenir nulle, 

ni changer de signe : elle conservera constamment le 


signe de son premier terme ou de -^,.,0000 il y aura 


d'z 


maximum si le coefficient est négatif, minimum s’il 
est positif. 

Si l’on avait au contraire 


\dxdy 

>, les raciiies de l’équation 


/ d'z V d 'z d'z 

■:dy ) dx'‘ dy' ’ 


da?’ t* dxdy i ' dy' 


h d'z 

■ + J-. = ® 


deviendraient réelles et inégales : p»r suite la quantité 


d’z h' d'z ^ %d'A t* 
*dx' 2 dxdy' 2 


serait tantôt positive, tantôt négative. Il n’y aurait donc 
ni maximum ni minimum. 

Mais le cas particulier où ' ^ 


/ d'z V d^z d'z 

\dxdy) dx'' dy‘‘ 
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mérite d’étre examiné à part. Âiors Véquatioa 

d'z h' d’z h d'z t 

dx' r ^ dxdy i dy' ^ 

a ses deux racines égales , et en représentant par m le 

' • d’z , d’z 

••“PPortde;;^ a il vient 


d'z h' 
dx'" 2 


d z d Z ^ \dz 

-Z — hi + - 7 —,. i = -. -7—: (A + wt)’. 
dxdy dy 2 dx 


Donc la quantité 
'A 


£z £ d'z ^ i' 

djd 2 dxdy dx'" 2 


est généralement de même signe que et elje ne de- 
vient nulle que quand h = — mi. Il y aura alors inaxi- 
mum ou minimum, si l’hypothèse h = — mi réduit’ 
à zéro l'ensemble des termes du troisième ordre et rend . 


. d'z , 

de même signe que l’ensemble des termes du qua- 
dx 

trième ordre. Le maximum répondra d'ailleurs aux 
valeurs négatives et le minimum aux valeurs positives 

1A8. Si les valeurs a et A qui rendent nuis les termes 
du premier ordre faisaient également disparaître les 
termes du second ordre, il est visible qu’elles ne répon-» 
draient à un maximum ou à un minimum qu’auLant 
qu’elles feraient également disparaître les termes du troi- 
sième ordre en laissant subsister ceux du quatrième. De 
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plus il faudrait que la somme de ces termes du qua- 
trième ordre conservât constamment le signe — pour 
qu’il y eût maximum, et qu’elle conservât constam- 
ment le signe d* pour qu’il y eût minimum. Et ainsi de 
suite. 

ll»9. Les résultats précédents deviennent sensibles lors- 
qu’on regarde la fonction z comme l’ordonnée d’une sur- 
face , dont X vXy sont les abscisses. Quand la fonction z 
et ses dérivées sont continues, on reconnaît en effet 
sur-le-cbamp qu’il ne peut y avoir maximum ou mini- 
mum en un point donné d’une surface qu’autant que les 
tangentes aux deux intersections de la surface faites en ce 
point par des parallèles aux plans des xz et des^z, sont 
parallèles au plan des xy, en sorte que le plan qui touche 
la surface aû point dont il s’agit est lui-méme parallèle 
au plan des xy. Cette première condition donne les équa- 

^tions deux courbes 

d’intersection dont on vient de parler présentent leur 
concavité du même côté , ce qui exige que les coefficients 
d'z d*z 

différentiels et ^ soient de même signe. Mais cette 

dernière condition ne suffirait pas seule en général , 
pour assurer l’existence du maximum ou du mini- 
mum. Il faut y joindre celles que nous avons données 
plus haut. 

150. On trouverait d’une manière seinblable les con- 
ditions du maximum ou du minimum, si le nombre des 
variables était plus considérable. Soit par exemple la 
fonction , 

z=f(v, x,^). 
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d^zg' d'z ' d'zh' d'z . d'z d^zC 
dv' dvdx^ ^ ds^ dvdy^'^^ dxdy 2 


+ etc. 


et l’on pourra toujours, en rendant g, h, i suffisamment 
petits, faire dépendre le signe de tous les termes qui sui- 
vent le second ou le troisième du signe seul de ceux-ci. 
Ainsi les valeurs des variables v , x ,y qui répondront à 
un maximum ou à un minimum de la fonintion z doivent 
d’abord satisfaire aux trois équations 





De plus il est nécessaire qu'en donnant à t', x, y ces 
mêmes valeurs la somme des termes du second ordre, 
que nous représenterons pour abréger par 


Ag’ + 2Bgh + CA’ + 2Dg't 4- 2E/ji+ Ft’, 

I 

ne change pas de signe , quelles que soient les valeurs 
supposées aussi petites que l’on voudra , que l’on attri- 
bue à g, h, i. Cela exige en premier lieu que A, C et F 
soient de même signe. Mais à cette première condition 
viennent s’en joindre d’autres que l’on découvrira aisé- 
ment par la méthode du n* iVJ, c’est-à-dire en étudiant 
la nature des racines de l’équation 

ÜBgh 4CV 4- 2 D^i 42Eà»+ Fi*=: 0. 
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Il est évident par exemple qu’il y aura maximum ou mi- 
nimum si en résolvant cette équation par rapport à g, h 
ou i on ne trouve que des valeurs imaginaires. Bornons- 
nous à développer ce cas particulier. Résolvons l’équation 
proposée par rapport à g : les valeurs seront imaginaires 
si l’on a 

(B/i+Dt)’ < A{CA’+2EAt-t-Ft’) , 

ou bien 

(B’— AC) A’+2(BD — AE) Ai AF) i’ < 0 , 

quels que soient h et i. Ainsi il faut d’abord que l’on ait 
B*— AG<0 et D*— AF<0, 


puis, qu’en égalant la quantité précédente à zéro , et ré- 
solvant par rapport à h ou .à i , on ne trouve que' des 
valeurs imaginaires. En résolvant par rapport à /i, on 
reconnaît que les valeurs seront imaginaires si l’on a 


{BD — AE)’ < (B’— AC) (D’— AF) . 

Il résulte donc de ce qui précède que les valeurs de 
déduites des trois équations • 


dz dz 


dy 


= 0 ; 


répondront à un maximum ou à un minimum 1 “ si elles 
donnent un signe commun aux trois coefficients difiéren- 

tiels du second ordre -r\\ 2° si elles satisfont 

dv dx dy 

aux conditions 


t 
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d'z \ » d'z d'z / d^z\ ^ d'z d'z 

dvdx ) dv' dx' ’ \dvdy } ~dd dy' ’ 

/ d^z d'z d'z d'z Y r/ d'z Y 4'^ d-'z-xr f d'z Y d'z d'z~\ 

\jivdx dvdy dv' dxdy) *^\\dvdx) dd dx'\Wylvdy ) dv' dy'\' 

et il y aura maximum ou minimum suivant que les trois 

d*z d* Z d*z 

coefficients différentiels seront négatifs ou 

positifs. 

Si l’équation 

kg' 4* 2 ^gh + etc. =0 

avait au contraire des racines réelles inégales, le maxi- 
mum et le minimum seraient impossibles. Mais si les 
racines réelles de cette équation sont égales, la ques- 
tion exigera une discussion semblable à celle qui ter- 
mine le n“ 147. 

151. Pour donner une application des règles précé- 
dentes, on supposera que l’on demande la plus courte ou 
la plus longue parmi toutes les lignes droites qui peu- 
vent être tracées d’un point donné à une courbe égale- 
ment donnée. Désignant par a, A les coordonnées de 
ce point, et par x,y celles d’un point quelconque de la 
courbe, l’expression de la longueur des lignes dont ils’agit 
sera donc 

et il faut déterminer la valeur de x par la condition 
de rendre cette expression la plus grande ou la moindre 
possible. En dillérentiant par rapport à a; , ou trouve 

dy 


x—a+(y — b) 


dx 


«)•+(. r- A)*’ 
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et , en égalant le coefficient différentiel à zéro, 

X — a + (r — 6)^=0, d’où ^ 

ax _ X — a dy 

dx 

dy 

Comme ^ représente la tangente trigonométrique de 


l’angle compris entre là tangente menée à la courbe et 
l’axe des x, on voit que ce résultat exprime en premier 
lieu que les lignes les plus courtes ou les plus longues, 
menées du point donné à la courbe, doivent couper cette 
courbe à angles droits. Si l’on prend ensuite le coeffi- 
cient différentiel du second ordre , il vient 


V {x—ay+iy—b )* [(x—a)'->r {y—byy 

et en supprimant le second terme, qui est nul en vertu 
de l’équation posée ci-dessus, on voit que le signe de ce 
coefficient différentiel dépend de celui de la quantité 







i 

Supposons d’abord que soit positif, c’est-à-dire que 


la courbe tourne sa convexité vers le bas de la page. La 
quantité précédente sera toujours positive si y — b estposi- 
tive, c’est-à-dire süe point donné A (y%. 30) est placé plus 
près de l’axe des x que le point M de la courbe sur lequel 
est dirigée la normale AM ; d’où il suit que la distance 
AM sera toujours dans ce cas un minimum , ce qui est 

évident. Mais si étant toujours supposé positif, la 

quantité y — & est négative , en sorte que le point donné 
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soit plus éloigné de l’axe des x que le point M , la quan- 
tité dont il s’agit sera positive , et il y aura minimum , si 

-(!)■ 


la distance b — y est < 


dx' 


tandis que cette 


même quantité sera négative, et il y aura un maximum , 


1 + 


m 


si la distance b — ^est > — . Or, on verra dans 

d? 


la suite, n° 180, que la valeur A — y = 

dx‘ 

tient à un certain point G tellement situé sur la normale, 
que le cercle décrit de ce point avec le rayon CM coïncide 
avec la courbe proposée , plus que ne peut le faire tout 
autre cercle , dans une étendue infiniment petite de part 
et d’autre du point M. Il est donc évident que ce point 
G doit séparer sur lu normale les points A, pour lesquels 
la distance A, M est un minimum , et les points A, pour 
lesquels la distance A,M est un maximum. Le cas où le 

coefficient différentiel , serait négatif donnerait lieu à 
des renxarques semblables. 

153. Nous considérerons encore la question qui con- 
sisterait à déterminer les lignes droites les plus courtes 
ou les plus longues qui puissent être tracées d’un point 
d’une courbe donnée à un point d’une autre courbe éga- 
lement donnée, x, y étant les coordonnées d’un point 
quelconque de la première courbe, et x', y celles d’un 
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point quelconque de la seconde courbe, la longueur des 
lignes dont il s’agit sera exprimée généralement par 


Z=K(x-arT+(r-yr, 

expression qu’il faut considérer comme une fonction des 
deux variables indépendantes x, x, en regardant 
comme une fonction de x seule, et^' comme une fonc- 
tion de x' seule. Appliquant donc les règles exposées 
n° 147, on aura d’abord 


dz dz 


x-o:'+(r-y)g 




et en égalant à zéro ces deux coefficients différentiels , 
, d’où 


x—x'+{y—y') ^ 


yH-(r-yjg=o, 


y— y 


1 

dx 


1 

. dy'' 
dx' 


Ainsi l’on voit eu premier lieu que la ligne, dont la lon- 
gueur sera un maximum ou un minimum , doit couper 
les deux courbes à angles droits. Prenant ensuite les 
coefficients différentiels du second ordre, il vient, en 
supprimant les termes nuis en vertu des équations pré- 
cédentes, • 

i + 

dx dx' 


d'Z 


^\dx) ^Ux' d'Z 


y{x~x')'+{y—y')' ’ y {x~x'y+{y~y)’' 


d’^ 

d7' 


y(x-~xy^t,y~yf 
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D’où l’on conclut que , pour qu’il y ait maximum ou 
minimum, il faut d’abord que les quantités 


fdvV , d'y f^y-'Y ' 

soient de mémo signe, et de plus que la condition 


1 + 




soit satisfaite. Celte dernière condition suffirait seule : 
elle entraîne nécessairement la précédente. 


Cas où il existe des relations entre les variables. . 

153. Dans plusieurs questions importantes, les valeurs 
cherchées des variables, outre la condition de rendre un 
maximum ou un minimum une certaine fonction V, doi- 
vent encore satisfaire à d’autres conditions qui sont expri- 
mées par des équations données entre ces variables. 11 est 
visible d’ailleurs que le nombre de ces équations doit né- 
cessairement être plus petit que celui des variables, dont 
dépend la fonction proposée V. 

Soit par exemple 

z) 

et admettons que les variables y, x, z doivent satisfaire 
à l’équation de condition 

Ii= 0, • . 

L désignant une fonction donnée de x, y, z. Ce qui se 
présente de plus naturel est de résoudre l’équation L = 0 
par rapport h l’une des variables , à z par exemple , et 
de substituer la valeur obtenue dans_/T[x, y, z). La fonc- 
tion V ne contenant plus alors que les deux variables x, * 
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y, qui seront entièrement indépendantes, on se trouver.! 
ramené au cas précédent. 

De même s’il existait entre les trois variables x, y, z, 
les deux équations de condition 

L = 0, M = 0, 


on tirerait de ces équations les valeurs de ^ et z en a: , 
et en les substituant dans f{x, y, z ) , la fonction V ne 
contiendrait plus que la seule variable indépendante x. 

Comme il sera généralement très-difficile, ou même 
impossible , d’éliminer ainsi les variables au moyen des 
équations données, on peut remarquer que la condition 
du maximum ou du minimum de la fonction Y exige que 
l’on ait 

d\ ^ dY ^ dY ^ „ 

— dx + — dy+ — dz = 0 i 

et 3c et y dz 

et de plus que l’équation de condition L=0 étant difléren- 
tiée, donne 

dh , dL , rfL , 

-y- dx + -z- dy-^— rfz = 0. 
dx dy dz 

Siles v.ariablesx,^^, z étaient entièrement indépendantes, 
les différentielles t/o:, dy,dz étant arbitraires, la première 

équation entramerait les équations séparées — 

’on attribue à 


^^=0, — =0. Mais les valeurs que 


ces diflérentielles doivent satisfaire à la seconde équa- 
tion. On devra donc prendre dans cette seconde équ.i- 
tion la valeur de l’une de ces différentielles , de dz par 
exemple, et la substituer dans la première, qui ne con- 
tiendra plus que dxel dy. On égalera ensuite séj arément 
à zéro les termes affectés de fes deux différentielles. On 
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N 

obtiendra de cette manière deux équations en a:, y, z, qui, 
réunies àl équation L=0, donneront les valeurs cherchées 
des trois variables. 

S’il y avait deux équations de condition L = 0, M=0, 
on formerait les deux équations diflérentielles 
<i\à , 

. d\ 

aumo^'endcsqucllesonéliraineraitde l’équation 
d\ d\ 

^-^d^y+-^dz=0 deux des différentielles dx, djr, dz. 

L’équation restante , réunie aux deux équations L = 0 , 
M=0, donnerait les valeurs cherchées des trois variables 


x,y,z. 

Cette méthode peut s’appliquer quel que soit le 
nombre des variables dont dépend la fonction V, et le 
nombre des équations de condition ; et elle n’exige quedes 
éliminations entre des équations du premier degré ou li- 
néaires. 

154. Mais on parviendra au même résultat d’une ma- 
nière beaucoup plus simple si, ayant une fonction cpiel- 
conque V des variables x, y, z, etc., qu’il s’agit de 
rendre un maximum ou un minimum, et plusieurs équa- 
tions de condition L=0, M=0, N=0, etc., auxquelles 
ces variables doivent satisfaire , on forme les équations 
différentielles tZL=0, <iM=0, <fN=0, etc., puis, multi- 
pliant respectivement ces équations, par des facteurs in- 
déterminés X, U, V, etc., on les ajoute à l’équation dSzsSi, 
ce qui donnera l’équation unique 

r/V-j-X L-f- |x, diVI "i~etc. = 0 , 

11 
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d\ , d\ , d\ , d \ , 

— ■ — -h . — '*>”* olc,’. 

m» tix' (ty il Z 

IdL , dh , di , d L , \ 

+ X i, —— dv + dx + - — dy 4- -y— dz + etc. j 


\ dy 


dx 


dy 


dz 


+ 1 * 

+ » 

+ 


'r/M , d^\ , M =0, 

dy + dx + dy + — — dz + etc. I < 


dy 


( d^ 

\dy 


dx 

dH 


dy 


dz 


, „„ , d^ . d^ , 

, dy -I- -J— dx + — dy + — - dz + etc. 
dy dx dy dz 

etc. 


0 


En disposant convenablement de X , ji, v , etc., on ren- 
dra nul», les coefficients des diilérentielles qu’on veut 
élimi.nor ; après quoi il faudr.a égaler à zéro les coeffi- 
cients des autres diilérentielles qui sont arbitraires. Les 
résultats obtenus ainsi seront les mêmes que si l’on avait 
regardé toutes les variables comme indépendantes , et 
par suite égalé à zéro le coefficient de chaque dilTéren- 
tiel^e, dans l’équation <ZV+X. rfL + etc. =« 0 : on aura au- 
tai^ d’équations distinctes, qui, réunies aux équations 
L=0, M=0, N=0, etc. , seront en nombre suffisant pour 
éliminer les nombres arbitraires X, [i, v, etc., et détermi- 
‘ ner les valeurs cherchées des variables y, x, j, z, etc. 

15^. Soit proposé, par exemple, de déterminer parmi 
tQ.u& les parallélipipèdes rectangles dont la surface est 
égale an uombre a, celui dpntle volume est le plus grand 
ppssil)lé< Représentant par x,y, z les trois côtés du pa- 
raRélipipède, la fonction qu’il s’agit de rendre un inaxi- 
nium est donc 

Y=xyz, 


et l’on a entre les trois variables l’équation de condition 
2(xy + xz+yz) = a'. 
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D'après ce qui a élédit ci-dessus, on formera l’équa- 
tion 

yz.dx-\-xz.dy-\-xy.dz |_q 
+ \[{y+z)dx+{x-\‘z)dy+{x-\-y)dz\) 

. ï 

qui donne, en égalant séparément à zéro les termes af- 
fectés des différentielles dx, dy, dz, 

,y=4-i(,r+z) = 0, jtz+1{j:+s)=0, = 

Éliminant X entre ces équations, il vient 
■ x=y=z, 

et en ayant égard à l’équation de condition 

Ainsi la condition du maximum exige que les trois cdtés 
du parallélipipède soient égaux entre eux. 

Pour vérifier que ce résultat correspond à un maxi- 
mum , on remarquera que le terme du second ordre du 
développement de la fonction 'V=xyz se réduit à 

z.dxdy-^y.dxdz-\-x.dydz. 

S’il y a maximum, cette quantité doit présenter une va- 
leur constamment négative, après que l’on y aura fait 
x=y=z, quelles que soient les valeurs attribuées à dx^ 
dy, dz, pourvu' toutefois que ces valeurs satisfassent à 
l’équation de condition. Or, en faisant x—y — z, la 
quantité précédente devient 

x[dxdy-\-dxdz+dydz), 
et l’équation de condition donne 

dx-\‘dy-^dz = Q. 
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Eliminant tlz au moyen de. ccUe écjualion , on a done 
pour le terme du second ordre dont il s’asjit 

— æ [dx dxd) ■+ dj'y, 

quantité qui restera toujours négative, (jucllcsque soient 
les valeurs attribuées à dx et dy 

XV. DIFFERENTIELLES DE l’.MHE ET DE LAHC d’dNE 
COURBE PLANE. 

156. Soitlacourbe quelconque Mw (//g. 31 ) rapportée 
aux coordonnées rectangulaires x, y, et dont l’équation 

y^A^) , 

est donnée. L’aire de la courbe est l’espace compris entre 
l’axe des abscisses , la courbe et deux ordonnées 

quelconques PM, pm dont la position est fixée. La pre- 
mière ordonnée PM étant supposée conserver une posi- 
tion fixe-, et X désignant la distance variable op, il est 
visible que la grandeur de l’aire PM mp est une fonction 
de l’abscisse x, qui dépend de la nature de la courbe ou 
de la fonction A^)- 

Nous désignerons cette fonction par u. Ï1 s’agit de 
trouver l'expression de sa dilFérentielle , c'est-à-dire de 
la variation que subit la fonction u lorsque l’abscisse x 
augmente de la quantité infiniment petite dx. 

Admettons que op ou x augmente de la quantité finie 
ùx représentée par pq. L’aire u croîtra de An représentée 
par le trapèze pmnq , et l’on peut toujours supposer Ax 
assez petite pour que la fonction y(x) étant constamment, 
croissante ou décroissante dans l'intervallejsijr, ce trapèze 
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se trouve compris entre les deux rectangles wp et nq^ 
Nous pouvons donc écrire 

I I 

ûu=^. Aj:± 6), Ax, ou — =r+ 01 ^ 


<•> étant une quantité plus petite que £y., nous aurons 
donc, en prenant la limite des deux membres, 

du , - ^ ■ 

— - =y et du=iY.dj:. ■ - v 

dx ^ 


Ainsi la différentielle de l’aire d’une courbe est égale au 
produit de dx par la fonction de x qui exprime la valeur 
de l’ordonnée y, ou si l’on veut l’aire de la courbe est 
la fonction primitive dont l’ordonnée est le coefficient 
différentiel ou la fonction dérivée du premier ordre. 

157. Considérons maintenait [fig. 31) la longueur.de 
l’arc d’une courbe comptée à partir du point fixe quelcon- 
que M jusqu’au point m dont l’abscisse qp est représentée 
para:. Cette longueur étant désignée par s et regardée 
comme une fonction de l’abscisse x , proposons-nous de 
connaître l’expression de sa différentielle. 

•Représentons par pq la différence ^x, qui peut tou- 
jours *tre prise assez petite pour que l’arc «corres- 
pondant mn tourne sa concavité du même côté. On 
pourra donc toujours , conformément aux théorèmes 
d’Archimède, considérer la longueur de cet arc comme 
étant comprise entre celle de sa corde mn et celle des 
pai'ties mt+Tif des tangentes menées aux deux extrémités 
de l’arc. Donc, à plus forte raison l’arc est compris eiilre 
inr et ns, car nir est plu.s petite que la corde, et st est 

plus grandeque nu. Or nir=ix \/ \ I j jmisque 
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d.fx 

représente {a tangente trigonométrique de 1 ’angfe 

que forme la tangente au point m avec l’axe des x. Soit 

pour abréger «^(x) ac . On aura ?(x+ ^x) 

pour la valeur de ^(x) qui convient au point n de la 
courbe. Donc ns = ;ix.î'(x+ax). Ainsi l’on doit poser 


û*> Ax . <f (x) et 4s < Ax|^(p (x) + 
ou si l’on veut 


<i.v(x+S.Ax) 

dx 


AxJ; 


às 

Ax 


= <p {•*•) + “. 


. , </.v(x+9.Ax) 

w étant une quantité plus petite que Ax. 

D’où l’on déduit, en prenant la limite dont s’approchent 
indéfiniment les deux membres lorsque Ax tend à devenir 
nulle 


i. 

dx 


len 


ou bien 
d s 
dx 


158. Nous avons supposé , dans ce qui précède, que 
l’ordonnée à partir de laquelle l’aire « étant comptée , où 
le point fixe de la courbe à partir duquel l’arc s était 
compté, étaient placés de manière que u ei s croissaient 
en meme, temps que x. S’il en était autrement on devrait 
donner le signe — à leurs différentielles , et écrire 

dii = — ydx, ds= — dx ^ . 
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De plus le signe de la dilléréntielle du ctiange avec 
le signe de l’ordonnée y, et en général , lors(£ue l’on 
«•ompte les y positives de bas en haut les parties de 1 aire 
<l’une courbe qui sont situées au-dessus de 1 axe des x 
sont positives et celles qui sont situées au desso<i8 de cet 
axe sont négatives. . •: 1 

XVI. DU CONTACT DES COURBES PLANES. 


159. On dit que deux courbés se touchent lorsqu’elles 
ont un point commun et une tangente commune. De 
plus lorsque deux courbes pq, rs touchent la couAe 
mn au même point M , la courbé pq, qui passe entre 
les deux autres, est regardée comme ayant avec la courbe 
mn un contact plus intime que ne le fait la courbe rs. 
Les géomètres distinguent ainsi des contacts de divers 
ordres dont les caractères se distinguent facilement au 
moyen de la considératiou des coefficients diflérentiels 
ou fonctions dérivées. . , 


Soient 

y—f{x) et y—f{x) 

les équations des deux courbes rapportées à des coordon- 
nées rectangulaires : x désignant l’abscisse du point com- 
mun aux deux courbes, et x+/t l’abscisse d un point voisih 
de celui-ci , leurs ordonnées correspondantes seront res- 
j)ectivement 




dA^), . d’J\x) h' 


dx 


- -r+etc., et 
ax Z 


rf.e(x) d‘.f{x) fl' 


dx 




d.v' 2 


+ etc. 


Si elles ont une tiingente commune nu point dont l’abs- 
cisse est x,on aura en ce point non-seulement i{.r)=/(x) , 


d.<t[x) d.J\x) 


— 168 — 

mais ^ ^ ~ dx condition étant satisfaite , o» 

est assuré qu’aucune autre ligne ayant pour équation 
^ = ^{x) ne peut passer entre les deux courbes propo- 

sees , a moins que 1 on n ait également .En 

eflet la différence des ordonnées des deux courbes pro- 
posées correspondantes à x+h peut être exprimée par 


^ d‘.<>{x+6h) 

< S? 


d‘/(x+rjh)\ A* 




tandis que si la condition dont il s’agit n’avait pas lieu,-* 
la différence entre l’ordonnée de la troisième courbe et 
celle delà première serait exprimée par ; . > 

^d.-^x) dj\x'j\ .•l>(-r'+6A) d^^(x+ih\h’ 

V dx dx / ^ dx' , ’dx' / 2 

' ■ > • 
Dans toutes ces expressiops, 0 désigne 'un nombre indé- 
terminé compris entre 0 et 1, et qui peut être différent 
dans les diverses fonctions. Or il est visible qu’en prenant 
A suffisamment petite on pourra toujours rendre lii se- 
conde expression plus grande que la première. Donc Au- 
cune courbe_y= ^x), pour laquelle on n’a point = 


tijlx) 
dx 

, pour lesquelles on a 


-, ne peut passer entre les deux courbes y =f[x) et 
d.y\x) d.J\x) 


dx 


Deux lignes qui ont un point commun, et pour les- 
fjuelles le coefficient différentiel du premier ordre de l’or- 
donnée a une valeur commune en ce point, ont entre. elles 
un contact du premier ordre. 
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160. Admettons présentement que pour les deux 
courbes proposées les coefficients difiérentiels des deux 
premiers ordres aient des valeurs communes. La dillé- 
rence des ordonnées de ces courbes qui répondent à 
l’abscisse x + h sera donc exprimée par 

rd'.oix+^h) ’ 

' dj* da? ) 2.3 ’ 

Uindis que pour une troisième courbe qui toucherait 
la première, mais qui ne satisferait pas à la condition 
dont il s agit, la diflérence des ordonnées serait exprimée 
par 

d',f{x) Y' d'.flx+6h) \h^ 

^ dx' dx‘ J 2 \ dx^ dx^ / 2.3 

Et comme la seconde expression , lorsque 7i tend vers la 
limite zéro, devient toujours plus grande que la pre.- 
mière, il s’ensuit que la troisième courbe ne pourra ja- 
mais passer entre les deux autres. Donc aucune courbe, 
pour laquelle les coefficients différentiels des deux pre- 
miers ordres ne seraient pas égaux à ceux de la courbe 
ne pourra passer entre cette courbe et lacoui-bc 
= (f (a:), pour laquelle cette égalité a lieu. 

Les lignes pour lesquelles les coefficients différentiels 
des deux premiers ordres ont une v.ileur commune, sont 
dites avoir entre elles un contact du second ordre. 

161. On peut continuer de la même manière, et l’on 

verra engénéralqucsilescourbes^=^a:)et_y=' 7 {.r) sont • 

telles, que les n premiers coeffici en ts di ff éren ticls des fonc- 
lionsyjx') et f (x) aient pour l’abscisse x une valeur com- 
mune, au(|ucl cas on dit que ces courbes ont un contact 
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de l’ordre n, aucune autre ligne 7 = 'J< (^) ne pourra pas- 
ser entre elles, à moins qu’elle ne satisfasse également 
à la condition que les n premiers coefficients diSérefitiels 
delà fonction f (a:), soient égaux aux n premiers coeffi- 
cients différentiels de la fonction ^(xr) pour l’abscisse ar 
dont il s’agit. Diverses courbes qui se touchent en 
un même point doivent donc être regardées comme 
ayant un contact d’autant plus intime qu’elles ont un 
plus grand nombre de coefficients différentiels dont les 
valeurs coïncident. Le nombre de coefficients differenti^s 
communs distingue les contacts de divers ordres, ce quil 
serait impossible de faire par la géoniétrie seule. 

162. Remarquons d’ailleurs que lorsque delix lignes 
ont un contact de premier ordre, elles ne se coupent pas 
en général , puisque la diirérence.des ordonnées dans les 
points voisins ayant pour facteur /t* ne change pas de 
signe avec h. Mais lorsqu’elles ont un contact du second 
ordre, elles se coupent parce que la différence des ordon- 
nées dans les points voisins est affectée de A’, et change 
de signé avec h. En général , deux lignas se coupent ou 
non , en même temps qu'elles se touchent , suivant que 
leur contact est d’un ordre pair ou d’un ordre impair. 

163. Les lignes paraboliques sont les plus simples que 
l’on puisse mettre en contact^vec une courbe donnée. Soit 
toujours 

y=/w , 

l’équation de cette courbe, et 

“ A4'Bar+ Cj7*+D^*+ 

l’équation d’une courbe parabolique du degré n. A , B , 
C, D, H représentent des coefficients constants qui 
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«îoiVent être déterminés de manière que la courbe para- 
bolique ait un contact de l’ordre n avec la courbe propo- 
sée dans le point dont les coordonnées sont x', Ce con- 

dy 

♦act aura lieu d’après ce qui précède si les valeurs dejy , 


déduites de la seconde équation sont égales 

quand on fait x=x' aux valeurs des mêmes quantités 
déduites de la première. Or, la détermination des con- 
stantes A, B, C H se trouvera également effectuée de 

manière à satisfaire à cette condition si l’on prend pour 
l’équation de la courbe parabobque 


r'+^(x— jr')+ 


dy {x-x'T 

dx'' 2 


rfy {X— x')’ rfy (x — x')» 

rfo/» 2.3 rfx'“ 2.3.4. ’ 


ainsi qu’il est facile de le vérifier. 

L’équation de la courbe parabolique dont il s’agit 
contenait « + 1 constantes arbitraires , et on a pu lui 
donner un contact de l’ordre n avec une courbe quel- 
conque proposée. En général on peut toujours établir 
entre une première courbe et une seconde , œi un point 
donné de la première, un contact dont l’ordre est marqué 
par le nombre des constantes arbitraires contenues dans 
l’équation de cette seconde courbe diminuée d’une unité. 

164. Si l’on se bornait au J>remier degré on aurait sim- 
plement 


rfy’ , 


équation d’une ligne droite qui touche la courbe j^=y(xj 
dans ie point dont les coordonnées sont x' ety. Aucune 
autre droite ne peut passer entre la courbe et la tangente 
dont il s’agit. > 
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t65. ' L’équation diï second degré donne 

^ dx'^ . dx’' 2 ' 


équation appartenant à une parabole orehnaire , dont 
l’axe est parallèle à l’axe des^, qui touche également 
la courbe donnée dans” le point dont les coordonnées, 
sont x', y, et qui de plus a un contact du second ordre 
avec cette courbée, ou est osculatrice à cette courbe, sui- 
vant une autre expression fréquemment employée par 
les géomètres. Aucune autre parabole du second degré, 
dont l’axe serait également parallèle à l’axe des x, ne 
peut passer entre la courbe proposée et la parabole re- 
présentée par l’équation précédente. 

166. En général , on voit qu’un point quelconque M 
d’une première courbe étant fixé, tout se réduit, pour 
donner en ce point à une seconde courbe un contact de 
l’ordre n avec la première, à faire en sorte que l’équation 
de la seconde courbe et ses équations dilïérentiellcs 
jusques et compris l’ordre n, soient vérifiées par les va - 
leurs de l’abscisse x' du point M, de l’ordonnée^' de ce 

' , . dy' d*Y d^r' ' 

point et des coefficients différentiels > .-i. 

dx dx dx * 

d'y’ 

— V de cette ordonnée. 
dx" 


XVII. TANGENTES ET NOKMALES AtX COURBES PLANES. 
ASYMPTOTES. 


167. L’équation de la tangente en un point quelconque 
d’une courbe donnée est, d’après cc qui précède 

, dŸ 
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.r', y' représentent les coordonnées du point de cont.ict ; 
ilv' 

—, est la valeur du coefficient did’érenliel du premier 

ordre de la fonction y=. f[pc\ qui a lieu dans ce meme 
point. 

L’équation de la normale, qui se déduit immédiatement 
de celle delà tangente, est 

1 dv' 

.r—y= — {-r— a:') = 0, ou x—xy~ {y— y) = 0. 

di' 

168. Lorsqu’on veut exprimer la direction d’une ligne 
droite, on suppose cette ligne transportée parallèlemcbt à 
elle-méme à l’oriiiine des coordonnées , et l’on considère 
les angles qn’clle forme avec les parties des axes sur 
lesquels on Compte les coordonnées positives. Nommops 
?, 6 les angles que la tangente d’une courbe forme avec 
les parties des axes sur les([uels on compte respecti- 
vement leS a: positives et les / positives. L’angle «aura 

pour tangente trigonometrique , et le cosinus de 

l’angle 5 sera toujours égaj au sinus de l’angle «. Donc 


cos. a — 


cos. 6 = 


d^ 

dx' 




Si l’on représente de la méhie manière par fi les an- 
gles formés par la normale à la courbe avec les partie.s 
dos axes sur lesquels on compte respectivement les x 
positives cl lesj- positives, l'angle X aura pour tangente 


«r 
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‘1rigonamélri(jue — et le cosinus de l’angle u sera 
dæ' 

toujours égal au sinus de l’angle). Par conséquent 

dy 

dx' i 


cos. A = — 


\/ 


1 + 




On pent donner indifféremment le signe + ou le 

signe — au radical 14 .^^.^ , maïs on doit lui donner 

le même signe dans les expressions des cosinus des deux 
angles qui se rapportent à la même ligne. Suivant le 
signe que l’on donnera à ce radical, les deux angles se rap- 
porteront à la partie de la ligne qui est d’un côté ou de 
l’autre de l’origine des coordonnées. Lorsque ce radical est 
prispositivementil est entendu que l’on considère la partie 
MS { fig. 32) de la tangente qui est située par rapport 
au point M du côté des x positives , et la partie MN 
de la normale qui est située par rapport au même point 
du côté des J' positives. 

169. On peut aussi, en désignant comme dans len° 157, 
par ds la différentielle de l’arc de la courbe, exprimer 
par 


cos. * = 


dx^ 

ds' 


et 


cos. 6 — 


ds' 


les cosinus des angles que la tangente au point m forme 
jivec les axes des x et des j" ; et par 


dy 

ds' 


et 


cos. U = 


dx' 

TT 
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)es cosiivus des angles que la normale au même point 
forme avec les axes des x et des y. Dans ces formules 
l’élément didérentiel ds être regardé comme pou- 
vant prendre à volonté leslllne + ouïe signe — , puisque 
rien ne règle d’avance dans quel sens l’arc s est compté. 
Mais ou doit toujours lui donner le même signe dans les 
deux formules correspondantes. Suivant que l’un pren- 
dra ds! positivement ou négativement, les angles a, g, ou 
se trouveront comptés à partir de l’une ou de l’autre 
des portions de la tangente ou de la normale qui sont 
séparées par le point de la courbe. 

170. Soit le point M ( fig. 32 ) d’une courbe , et sup- 
posons la tangente et la normale menées en ce point 
prolongées jusqu’aux points t et /• où elles rencontrent 
l’axe des x. L’ordonnée du point de contact est repré- 
sentée par MP, et l’on a 


La tangente M’I' 



y y' 

La sous-tangente PT = = 

tang.a ^ 

dx 

La normale MR= ■■ =y \ / 1+ ( 

cos. a V ' dx J 

dy' 

La sous-normale PR=_^' tang. a =y 



I/ordonnée est moyenne proportionnelle entre la sous- 
tangente et la sous-normale. 
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î“I. .\uiis n'mnrqticrons , que réquation priinilivè 
il une rourl>e est souvent donnée sous la forme 

L’équation différentielle est alors 


rfF , d¥ , 


d¥ 


et l’on a, conformément au n" k\, -f- = — En met- 

dar de 


dy 


dy 


tant cette valeur de — dans l’équation de la tangente du 
n" 167, elle devient 

dV • d¥ 

On passe de l’équation différentielle de la courbe à l’équa- • 
tion de la tangente en remplaçant le rapport ^ par le 

y — y 

L’équation de la normale devient de la même manière 


d¥ , , d¥ 


On passe également de l’équation diffcrèntielle de la 
courbe à l’équation de la normale en remplaçant le rap- 

dy X — X 

port par le rapport — — — 

Les anglos formés par la tangente -avec les axes des x 
et desjt^ étant toujours <lésignéspar a cl 6, ou a 
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C08.a= • 


£F 

V(#Q’ V 


cos. 6 — ■ 


II 

dji/ 


/ fdFy 

' fe) (^) 


Et les angles formés par la normale avec les axes des x 
et des y étant toujours désignés par X et u , on a 

dV d¥ 

dx/ . ■ dy 


cos. X = 


i.cos.(i 

. / fd¥y fd¥\' ■ . / (d'Py fdvy 

\/ \dad ’^Kdx^ V \dx^ \dy) 


172. Lorsque les courbes ont des branches qui s’éten- 
dent à l’infini, il arrive quelquefois qu’elles s’approchent 
indéfiniment de certaines lignes droites que l’on a nom- 
mées asymptotes. .Les asymptotes sont des tangentes 
dont le point de contact est placé à une distance infinie 
de l’origine des coordoiméea. L’équation générale 

, d¥ , ' ^ 

convient à l’une quelconque des tangentes de la courbe 
représentée par l’équatiùn F(a:,j^)=0. Elle appartiendra 
à une asymptote si l’on y suppose les coordonnées 
af ou y du point de contact infiniment grandes. Par 
conséquent pour obtenir l’équation des asymptotes d’une 
courbe donnée, il faut mettre dans l’équation générale des 
tangentes 


d¥ , J d¥ 


la valeur de y' en x' tirée de l’équation F(j?', jy*) = 0, 
puis faire x' infinie positive ou négative, ce qui donnera 

12 
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toutes les asymptotes qui ne coïncident pas avec l’axe 
desj^, où ne seraient pas parallèles à cet axe. On trou- 
vera cfes dernières, s’il en existe, en mettant dans la 
même équation la valeur de od t.ny’ tirée de l’équation 
F(x', puis faisant^ infinie positive ou négative, 

et ne considérant que les résultats qui ne correspondent 
pas à y infinie. ' 

173. Le même procédé peut s’appliquer au cas où il 
s’aérait non pas d’une ligne droHe , mais de toute autre 
courbe asymptotique. Après avoir déterminé, conformé- 
ment à ce qu’on a vu dans l’article XVI , l’équation de 
la courbe^ = de manière qu’elle ait un contact du 
premier ordre avec la coùrbe^=^j:) dans le point dont 
les coordonnées sont a:', y , on connaîtra la figure que 
doit affecter la courbe = o(x) pour qu’elle soit asymp- 
tote de l’autre en substituant dans son équation les 
valeurs de j"' en od , ou de x en y données par l’équation 
y'= f[x), puis faisant x ou y' infinie. 

174-. Nous indiquerons qüelques applications de ces 
formules générales. L’équation àeV ellipse ou de l’hyper- 
bole rapportée aux diamètres, dont nous désignons res- 
pectivement par a et b les demi-longueurs, est 



L’équation différentielle est 

—,dx ± ^,dy=zO, 
a ■ 0 

et donne ^ 

dy b'x 

' dx Ci y 
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Les équations de la tangente et de la normale seront res- 
pectivement 


On aura pour les expressions de lu sous-tangente et de la 
sous-normale , 


sous- 


.-tangente = — — x , sous-normale= x + -jj . 


La sous-tangente est indépendante du pèlii axe et par 
conséquent elle conserve la même valeur pour le cercle 
et pour toutes les ellipses dont îe diamètre pris ponr aie 
des X a la même longueur 2a. Le rapport dè la sous- 
normale à l’abscisse est constant pour tous les points 
d’une même ellipse ou d’iuie même hyperbole. 

Dans l’hyperbole équilatcre, dont l’équation eu termes 
Guis est 'O U 

a’ 

et l’équatioù différentielle . 

j'dx+xdj=0 , d’où 
on a . ' 

- y 

sous-tangente = — j/, sous-normale = -j-, 

X 

La sous-tangente est égale à l’abscisse, mais doit être 
prise à droite de l’ordonhéé.'la tangente formant lin angle 
obtus a^cc les ar positives. 
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178. Pour trouTcr les asymptotes de l’hyperbole on 
mettra dans l’équation de la tangente 
x'j: ^ _ 

«• 6 * 

la valeur de ^ déduite de l’équation de la courbe 

■^=1, qui esf^ s=±\/ , ce qui donnera 
au ^ b ^ a 

« +V oT-b-x'' 

et en faisant x' infiniment grande il viendra 

X Y < b 

- X T — 0 ou y= ± - X 
b ' a 


pour l’équation de ces asymptotes. 

176. Dans la parabole représentée par l’équation 
y‘ = '2px, 

on a. pour l’équation différentielle 

' ÿày=pdx, d’où ' 

L’équation de la tangente est 

L’équation de la normale est - , 

y(x— x') +/» (r— y) = 0- 

On a pour les expressions de la sous-tangente et de la 
sous-normale 

sous-tangente = 2x' , sous-normale = p . 

La sous-tangente est toujours double de l’abscisse , qui 
est ici comptée du sommet de la courbe. La valeur de 
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la sous-normale est constante dans toute l’étendue de cette 
courbe., 

177. L’équation de la logarithmiqué 
jr=\og.X 

donne, en changeant l’une pour l’autte les coordonnées, 

l’équation , ' , 

y — a-, 

a désignant la base du système de logarithmes, que nous 
supposons toujours plus grande que l’unité. L’équa- 
tion difFérèntielle déduite de cette dernière est 
dy= la.a^dx : 

ainsi l’on aura respectivement pour les équations de la 
tangente et de la normale 

y—y=^la.a*‘(x—jd) 

^ = 0 - 

On trouve également " < 

sous-tangente = , sous-normale = la.a*’’ . 

la 


Ainsi la sous-tangente est constante et égale au module 
du système de logarithmes. Mais la sous-normale aug- 
mente rapidement à mesure que le point de contact 
s’éloigne de l’origine des coordonnées. 

Si d’après ce qui a été dit n° 172 , on remplace^ par 
sa valeur a*' dans l’équation de la tangente , il viendra 
y — — xf). 

Faisant ensuite a;' — — - cette équation se réduit à 

d’où l’on conclut que l’axe des y est asymptote de la 
courbe «lu côté des x négatives. 11 laut remarquer ici «jue 


I 
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Tpii doit prendre 0 pour la valeur du terme- — lors- 

1 x' 

que l’on fait jc' = — Car ce produit revient à dans 


lequel on ferait x' = -. Or a étant >1, la est positif. 


L’équation a*' =i+x la+— (/a)’+ donne par snite 

x' ' x' 2 

a*' > — (/a)’ et —, < valeur du rapport 

dont il 's’agit a zéro pour limite quand x'est supposée 
croître de plus en plus et devenir plus grande que toute 
ligne donnée. 

178. On a nommé cycloîde la courbe décrite par un 
point d’une circonférence de cercle roulant sur, une ligne 
droite. Les propriétés très-remarquables de cette courbe 
ont plusieurs apjdica lions importantes dans la géométrie 
et dans la mécanique. Soit C {fig- 33) la position actuelle 
du centre du cercle , et m celle du point de sa circonférence 
qui décrit la courbe. Nous prendrons pour axe des -x la 
ligne droite sur laquelle roule le cercle, et pour origine 
des coordonnées le point 0 où le point m se trouvait sur 
cette ligne à l’instant où le mouvement a commencé. 
Les coordonnées x^y étant donc représentée^ par op et 
mp , on aura évidemment, en désignant par B. le rayon 
du cercle dont le mouvement décrit la courbe, et par w 
l’angle mCr compris entre le rayon vecteur Cm et le 
diamètre de ce cercle qui est perpendiculaire à l’axe des x, 
x = R(u — sin.w), ,y=R(l — cos. w) ; 

d’où 

R-,r 

cos. 01 =;. — ^ — , sin.6> = 

H. 


R 


et par conséquent 

x=R. arc cos. 
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pour l’équation en termes finis de la, courbe. Elle pré- 
sente une infinité de parties, soit du côté des x positives, 
soit du côté des x négatives, toutes situées au-dessus de 
l’axe des x , égales entre elles , et occupant chacune sur 
cet axe un intervalle Oa égal à 2nR. Chaque partie est 
d’ailleurs formée de deux moitiés dont la figure est symé- 
trique. 

Les deux expressions précédentes de x etjr étant dif- 
férentiées donnent 


Donc 


dx 


dx = Tk(,l — cos.»)£i«, . rf>' = Rsin.we?». 

_ sin.M _ ^ 

1 — cos.» y y y 


Les équations de la tangente et Je la normale sont, res- 
pectivement d’après les fomiules générales du n° 167, 




y- 
y—y— 


On a de pjus 


7 -' 


-x') 

r 

(x— x'). 


, V y 2Rr' 

tangentes y V 


Y 

sous^tangente = — 


• 1 ■ 

normale — âRy'' 


sous-normale = y’àRy'—y'l 
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La normale coupe toujours l’axe des x au point où cet 
axe est touché par le cercle générateur. 

XVIII. CERCLE OSCCLATEUR. DÉVELOPPÉES DES COURBES 
PLANES. 


179. La ligne la plus simple après la ligne droite est 
le cercle , et comme son équation contient en général 
trois constantes dont on est libre de disposer, on peut 
donner à un cercle un contact du second ordre avec une 
courbe quelconque. Revenons aux notions présentées 
dans les numéros 159 et suivants. Soit 

l’équation d’une courbe quelconque proposée, et 


l’équation d’un cercle quelconque, a et 6 désignant les 
coordonnées du centre, et p le rayon. 1° D’après ce qui a 
été dit numéro 164 , on donnera à ce cercle un contact 
du premier ordre avec la courbe proposée au point M 
dont les coordonnées sont x , y' , si l’on détermine les 
constantes a, 6 et p de manière que l’équation du cercle 
et son équation différentielle du premier ordre , qui est 


a— ar+(e— = 


dy' 


soient satisfaites par les valeurs de od, y“, —, qui appar- 


tiennent au point M dans cette courbe proposée. Nous 
avons donc ces deux équations 


(a-xr+ {6-/r=p 
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auxquelles les valeurs de a, 6, p doivent satisfaire. La 
seconde, en considérant « et 6 comme des coordonnées 
variables, appartient à la normale menée à la courbe au 
point M , et l’une de cés coordonnées demeure indé- 
terminée. On en conclut que tout cercle dont le centre 
sera placé sur la normale touchera la courbe, résultat 
qu’il était facile de prévoir. 

180. Pour donner au cercle un contact du second 
ordre avec la courbe proposée au point M , il faut que 
l’équation de ce cercle , son équation différentielle du 
premier ordre, et son équation différentielle du second 
ordre, qui est 



soient satisfaites par des valeurs de a! , y", qui 

appartiennent au point M dans cette courbe proposée. 
Nous avons donc maintenant les trois équations 

(»-• ^)*+{6-y)*=p*' 

rfy' 

par lesquelles les valeurs des constantes a, 6 et p sont en- 
tièrement déterminées. On en déduit 


a — 




1 + 


dy 




(i 


rfo// 


_Kg)T 

p — 


da/' . 


rfy 

rfy 


/ 
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expressions qui font connaître la position du centre 
osculateur ,el la grandeur de' son rayon. Le signe, de 
la valeur du rayon p est indéterminé à raison du 

radical J ’ 1'^' être pris posi- 

tivement ou négativement; mais il n’en es_t pas de même 
des valeurs des quantités a — x' et ê — ■y’, qui sont les 
prc^’ections de ce rayon sur les axes des x et des y. 
Le signe de ces quantités indique de quel côté de la 
courbe le centre du cercle osculateur doit être placé sur 
la normale : on reconnaît facilement que ce centre se 
trouvera toujours placé , comme cela doit être, du côté 
de la concavité de la courbe. 

181. La détermination du cercle osculateur donne la 
mesure de la courbure d’une ligne quelconque en un 
point donné. Pour se former la notion de la cour- 
bure on admet qu’à partir du poiut de contact M on 
s’avance sur la courbe jusqu’à un point voisin N, et que 
l’on compare la distance NT de ce point à la tangente 
avec l’intervalle MN parcouru sur la courbe. La limite 


NT 

vers laquelle tend la valeur du rapport lorsque la 
distance MN tend à devenir égale à zéro est la me- 

J O 

sure de la courbure de la courbe au point M. Dans le 
cercle la courbure est égale dans tous les points , et 
de plus elle est pour divers cercles en raison inverse 
de leurs rayons. Gir soit MN= o dans le cercle dont 


le rayon eSt R : on aura NT = R^.l — cos. ^ j , 


et 


NT 

mn' 


â) 


quantité qui , à mesure que a di- 
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miaue , tend à se réduire à 

t 


2R’ 


Comme le eercle oscula- 


teur dans le voisinaj^e du point de contact s’écarte moins 
que tout autre cercle de la courbe proposée , on re- 
garde la courbure du cercle osculateur comme don- 
nant la mesure déjà courbure de la courbe, qui est 


ainsi proportionnelle en chacun de ses points à - , 

P 

en désignant commp ci-dessus par p le rayon du cercle 
osculateur en ce point. Le rayon du cercle osculateur 
est souvent appelé par cette raison rayon de courbure. 

Regarder le cercle osculateur comme donnant la 
mesure delà courbure de la courbe, c’est admettre que 
dans une étendue infiniment petite de part et d’antre 
du point de contact, le cercle et la courbe peuvent être 
pris l’un pour l’autre. Cette seule hypothèse suffit pour 
établir les résultats précédents. Soit en effet s l’arc de 
la courbe compté jusqu’au point dont l’abscisse est x, 
et T l’angle compris entré l’axe des x et la tangente de 
la courbe menée au méine point, les quantités « et r étant 
regardées comme des fonctions d& x. Lorsque cette ab- 
scisse X croîtra de dx, s croîtra de ds, et t croîtra de 
La différentielle d- représentera l’angle compris entre 
les deux tangentes de la courbe rftenées aux points qui 
répondent aux abscisses x et x-\-dx, ou si l’on veut 
l’angle compris entre les deux normales menées à la 
courbe en ces mêmes points. Or l'arc ds étant regardé 
comme appartenant au cercle osculateur dont le rayon 
est p, on a 

ds=p. dr, 

c’est-à-dire 
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d’où l’on tire comme ci-dessus 




dx' 

• 

La longueur du rayon de courbure étant déterminée , 
la position du centre du cercle osculateur est connue , 
puisque l’on sait que le rayon de courbure est dirigé 
suivant la normale du côté où la courbe tourne sa con- 
cavité. 

Nous omettons ici, pour plus de simplicité , les accents 
dont les lettres x , y sont affectées dans les formules des 
numéros précédents. On n'oubliera point qu’elles ex- 
priment les coordonnées du point où la courbe propo- 
sée est touchée par le cercle osculateur. 

182. L'angle dt , ou l’angle compris entre deux tan- 
gentes ou entre deux normales à la courbe , menées 
aux extrémités de l’arc infiniment petit ds, est appelé 
angle de contingence. Comme on déduit de l’équation 
précédente 

ds 



on voit que le’rayon de courbure est égal à l’élément de 
l’arc divisé par l’angle de contingence. 

183. Si nous supposons d’ailleurs , comme on l’a fait 
dans le n“ 171, que l’équation de la courbe proposée soit 
donnée sous la forme 

F (x^)=0. 


• » 
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On aura d'après le n° 72 , 

dy dx 

dx d'P 

dy 

d'y \iïî Y / dx' dx dy dxdy / dy' 

djd /<iFY ' 

et en mettant ces valeurs dans les expressions de a,6etp du 
n° 181, il viendra 



dF 

cLr 


i 


/dF\ 

'd'F 

dF dF ( 

dFV 

■ d’F 

^dyJ 

dx' 

dx dy dxdy ' 

■dx' 

dy' 


dF 
. dy 

[(£)•-(?)■] 




'd'F 

dF dF d'F 1 

'dF\ 

'd'F 

\dyJ 

dx' 

dx dy dxdy ' 

<dx) 

df 



[(£)■-(£)■] 

S 

» 


fdF) 

'd'F 

„ dF dF d'F , 

rdF\ 

'd'F' 

^dy) 

dx' 

” dx dy dxdy 

^dxJ 

dy' 


184. Nous avons supposé dans ce qui précède que 
l’abscisse x était prise pour variable indépendante. 
On peut aussi faire varier également x et jr, en re- 
gardant ces deux coordonnées comme des fonctions 
d’une troisième variable, quelconque. Dans ce cas l’équa- 
tiou du cercle et ses deux équations diilérentielles du 
premier et du second ordre étant 
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{<i—x)dx+{%—y)djr — 0 
dx'+dy— [a— x)trx — {là —y) d'y =zQ, 

on trouve, en désignant par l’élément de la courbe, 
y'dx'^dy, 

dyds' dxds' 

^ dxd‘y — dyd^x' ^ dxdy — dyd‘x'* 

ds^ 

^ dxd'y — dyd'x' 

On parviendrait aux naémes résultats en substituant 

dans les expressions du numéro 180 les valeurs de 
d'y 

données dans l’article IX pour le changement de la 

variable indépendante. Les résultats dont il s’agit con- 
viennent sans modification au cas où l’arc s est pris 
pour la variable indépendante , et où, par conséquent, 
la dilIérentieUe ds est supposée constante. _ 

On peut d’aiUeursles représenter sous une autre forme, 
en remarquant que 

(dxd'y — dytCx'''=ds' [{d'X:'‘ + (d'yY\ — (dxd'x + dyd'y)' 
=.ds'[{d'x)'^d'yY-(dHy]i 

et d’autre part que 

— dy (dxd'y — dyd'x) — ds (dsd'x — dxd's) = ds^ . d J 

dx(dxd'y—' dyd'x) = ds (dsd'y — dyd's) = ds^. d • 

Il vient donc 


V et X = 


(d'x)'+(d'y)'—\,d'sr' 


€—y= 


(d‘x)^+[dy)'—(d's)' 


ds' 


y(d'x)'+ (d'y)'— (d's)' 
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On conclût de ces exptçsÂdnti qa’en ^présentant par X 
et fl les angles formés ]pà»V téS àxès des x et des^ par la 
partie de la normale sur laquelle est placé le rayon p i 


on a 


Si l’arc s est pris pour variable indépendante , on fera 
<^^ = 0, et l’on remplacera 


ds 


.185. Les résultats auxquels on vient de parvenir 
deviennent très-sensibles lorsque la courbe est regar- 
dée comme la limite d’un polygone dont le nombre des 
côtés augmente de plus en plus. Soient /, m, n {fig. 34 ) 
trois points de la courbe proposée dont les abscisses 
op , oq , or sont x, x-{-dx, x+dx + d [x-^dx) ou 
x-^-^dx+d^x. En prolongeant l’arc Im considéré 
comme une ligne droite , formant le triangle mbc égal 
au triangle lam, traçant en •, et menant cd et ce per- 
pendiculaires sur nr et mn ( que l’on considère égale- 
ment comme une ligne droite ) , on voit que cd repré- 
sente cTa:; nd, d^y, et«e, d's. Mais ne ~ )/ 


Donc ce= \/ — (d*s)’. Or — est l’angle de 

ds 

contingence , c’est-à-dire — , donc 

ds ^[d^xy + [dyy-{d^'^^ 
f> ds 

De plus ~ représente le cosinus de l’ange alm formé 
par la tangente au point / avec l’axe des x. Or quand on 
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passe du point l au point m, ce cosinus, varie d'une quan- 
tité propof tionnelle à la projection de ce sur mb. Donc 

ce 1 « 

. cos. > = a —T • Dn a de meme — . cos. ii = a[ -y ). 

\dsj cm \dsj 


cm 

D’où l’on conclut 


ds 


cos. 3k : 


.d{ 


djc\ 
d s) 


ds 


cos.p = 




V{d‘x)'-{-[d‘:yY—{d‘sy' ' y {d‘x)'Jri,dyy—{d‘sy 

expressions qui reviennent aux précédentes. 


Développées. 

186. Soit toujours 

* (A) 

l’équation d’une courbe donnée. Nous aurons d’après le 
n' 180, pour déterminer le cercle osculateur au point de 
cette courbe dont les coordonnées sont x,y les trois équa- 
tions 


(a— + = 

(a-a:)H-(6_^)^ = 0 ' (B) 


H- 



(6-r) 



dans lesquelles a , g représentent les coordonnées du 
centre de ce cercle, et p son rayon. Les valeurs de a et 6 
déduites de ces équations ont été données n® 180 et sont 



dx' dx^ 
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. . I î. * 

■■ i 


* ' dy • d*r ^ 

, En nrettantpourj',^ et ^^Icurs valeurs én ircléduites 

de liquation (Ajde k courbe proposée, elles se trouve^ ' 
^ont.expriméesaumftycude l’abscisse x, et Jodiierput là' 
l^osition dû de'ütre de courbure qui répond à un point ' 
quelconque de cette ptourbe. * .1 - . • 

Quand on fera yarier* pour passer d’un point à Fautre 
de I9 courbe position du centre de courbure 

duuigera en conséquence. La série de ces positions for-* ' 
Tfîèra une courbe dont « et 8 COnsidérées'coüune variables '’ 
représentent les coordonnées,, et iont on.aura-évideïû- 
went l’équation en éliminant x entre lès deux cquàtiotLs 
(Q. En effet; ées expressions conviennent à l’uri qüd- 
cbnque des centres de œiubure .déterminés ! par' k • 
.valeur attribuée à x-çèn faisant dispàfcaiire cette variable 
par 1 élimination . il ne reste nlils .m'im» l.:- 



S qui en-esi, je neu. ueite courDe a été nommée 
d’après Huygens la dévelo^^éedç k courbe donnée, dont 
l’équation estj^=/'(x). -v. ' •’ 

187. Les équations (B) appartiennent évidemmentà la 
développée en y ciûi^déraçt^ a, 6 çt p comm^ variables et 
comme des feqctiôns' de^'x^ Ees différcntielles^Ue; çes 
équations* Jui appdrüeunent , Jonc .egalement. Ôr ,^én. 
différ^iant la ^emière çqûation Ï^Ven èupprînipnt; 

les r>tlTo an mrawhn Aa îrm 


es termes nuis én vertu d^ k àscôn^, çnia * . f 

' 1’. ■ V 

En difierentjaent de même k seconde équation’ (B), et 
supprimant lè^tc'nnes nuis en ♦ert’u de k troisième, -bn 


(D) 


a de plus 

".}% rt» 


i-'r! 


1' 


n 


yi- . 

'•fB) 


1 , 
• r . 




L,ÿk 


« ^ 


.—'*94 — ‘ ' 

(B), exprime que les t^geatés meni^es-aut 
jj^itits correspondants d’une courbe et de sa dérelopi^ 
.sept tonjdurs perpendiculaires l’une ^f^l’autre.;^ Ainsi- 
le rayon de courbure touche constamment la. d^rekq^^ée. 

^ • llebiarquôns de plus que l’équation ^Pypçttt S^&rice . 




da .f. ■ ^ 


.. f ... 


r.'^ O 


f . ’R* * 

■ 6 —^ . . ■ \ .'* 1 . 




Or -p^-çt sont resp^Uvement les cosipus de$ 

jj... . R - V f C'Y ' • ■ ' ' ' ' 

angles formes arec lés axe^ des «^et des_y'par le rayon j> 
'tangent^ à la .déreloppée.' Ponc lé>pt«tnièr<mcâibir<e‘db 
.qétjt^ dernière .éqaa^ofr, i^réseiUe kv fomimo des pro- 
' jOcWaiis sûr la tangente det la développa desféléments 
et^, .c’esb^rdire laloiigiiettr'de Félcment diet l’érè de 
la développée dnnt dz et d? sont Tc^ee^Vemedl lespro^ 
je^oos^suF les a^es deS.x et de»y.^ En le .désignant par 

df i Vest-b-dire é» posant da= \/dz\dt' — 

' : • ; ' „ 

Ainsi'nôus voyoni que tandis ÿi’oh.passe'én'rla cô^be 
. pi^opdsée du point m {fiÿ, SS) dont l’ajjscisse op^est 
■ ap polnt’ildont labscisse qy «st ±-\-dx^ par cônsc^ 

. tjuttît du'jpoint’ ^ db la^ déveldppéê itp peiflf », Tare r* 
' tinnprîe tbtm ces , deux poipti' esl égal lâTdiïïérence 
des doux rayons de cpùi'bùrt'ip.i et n*.^ ‘ • 

- Ôn cehclut dë4»rësôîtati,précéd'ents’c^ la courbe mn. 
:serait déente d’oti' mouvementt continu par'4!ëxtéémité 
; .d’un fil tpndu-qar'Éurait «té enrefoppd^sui là-’<m<ir , 
et que 'l’on 'développait progressiveiAeut. Q’est pffr 
' cétte raison que la,coiurbé>»'^ ’nbiiunée la développée 


O r tioüs aurons 

, t 
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.de lâ'!cotdrjbe inh.^ Béciproquement Id ç^ur^^./nn est'- 

noibmée ]a deî^l^ppante de la courbe (iv.‘ W considéra» 
.tiojrd^ dévda^éee'est d’un grand usagé dsUë |>kiSiéiué. 
applications importantes.' - ' 

188'. Si ré^uation dé la épurbe proposée éteit dennée 
#Dsk^nne - " ' 

- , ï ‘ ^ ^ ~ ®* .. -- •, k'. if. - 

dn teiAplacéralt alorsles'^uaiions (Cl,.eotdB lesquelles x 
doit être éliminée pour.cditenirl’éqaatijoa de la défrelop- 
pante , les expresskms derf^té qui ont-éîé doién^ 
itî 186. On éliminerait ensufteaî.etj-' entre cés devnièreS ‘ . 
Quations et l’^uatiéü.f’ Ç«/,jf^J=0 de là. courte ‘pr^ 
posée.. ' 




" »i* * ■ S '■ ..'■•J f>» 


' ' ^xemplèi^tdpplic^ion des['résuUais fi^édenu, ^ 
l89.JSmt en piennér jUea ti^uàUtm dq l'el/ÿÿ» y . 


jd y 

- 


.•■ ï. ; i ^ V ' 


' 04aura donc ici ' 

d*p‘*‘ 2 '‘'d’p^'Vd*p V ZJf V ' 

‘T— î=s— ,, vTT*=s.O» -T^ssi^jetensulwlitaantdansreii 
dx* a* dxdjr dy ^ 

pression de ’p du n 183, il viendra ^ r , 






>. V 


par l’ëxpressinik’du rayondenourbune qui convientà oet#* 
courbe., ' i •/. . ; ' . i” ' , 

Ën substituant màintenebt les expréssicms précé* 
dentes..dajCLs les calques de «et ^ db tnteae numéro-, 
on trouve ' ■ 


■ Dwj'î 



>r 

a< 


r. . J ^ ■,.•!. 


’i • 


•v-j- >w? ;.j' .’V, 

||juu.ea tira|itle9 valeurs de x et jr, et les mettaBÎ '^ilS^ 
réqiutioH de la courbe, on a . ; •„ '■'i ' . M,'. /.■.• • ' ^>s. 

' • W* — ^V<z* — b' y ’ *3# 

poitr l^^ation de la dpyelpppée de l’eUijlsè. Çette li^e 
esfc.£armée' de; ({uàtrie |)ar£ies ég^aW disposées sylnétri- 
' qU 6 ment.,par rapport 'aux dlâmi^reà reclanguL'û'res de 
‘ l’f llipse.' tes rajrons de eoorbare' Mf» -et N« appartéoant 

, ’ X - . V a'. 

aux sommets sont représentes respectivement par et -r- 

■-l-'î ; ^ .s:' , *<• 0 (b- 

La développée toufi^e les àxes aux points (>et y. ., 
L’équation de Vhj^^eiitola, «e déduit de celle dé l’ellrpie 
-> en cliangeantle sigqe'de b*. ï. expression du iayén dé 
eourburp demeuré la liùmé, malsTéquatiob de;lâ devé- 
' loppée devient . , ■ / ‘ v ' ' ■ 

. 'x' ' " ’ ( °* V ■ ( '*'')' -i ■ ■ 

• ■•■'.••V. .U. Va'+w , V«W ; - 

,< rX'--.-'-' . . ,T ■ ' • '■ ‘ 

. ^ Cette ligné est.formée, comme la précédent , dç quat)[e 

paüties é^lesdisposées fjmétriqüenien^'^r rapporta dx 

diamètres recftâi^tdaires^ dé l’byperbolc; Lé rajfon de 

courbisre qui répond au/Sômmeli de la courlie a pour 

• ’ . i* . , ' 

valeu^2 . La courbe touche l!axe des ac au point fi . ' 

'% ftiik).. L’équatioudelaporo^éie x<. 

. y*=i^X' ' ' .'"“'y ■ 

doline;-V- »*’ — rcr» -7^=5 él edd ' substituant 

- X • dx l/gj, df J '(Six)i 

r - •» * f ... 
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• V ,, ■ '*97 ; 

dàns l'«*J>r^on 3é p du ù* 1^, il rient • ’, ‘ ' ' 

• Vp ■ , . 

^nemee valèûr^rétant substituées dans }cs expressions 
3ê a et Si^u'in^meouniéro donnent ’ 


> ’ • tâx)* 

«*=A'f' 3 x. . ?==i^i 

- ^yp 


•. -t 


^t en âiniiaantjr: entre ces detix erpressionsr.on.tcou^ve 
pourrequati<mdo^l»d,évèloppéede^ïiBaraJwe 

• ' . , *7 ' i* .- • . r- ‘ • 

Cette courbe est fdhnée d^ dêiïx partiel égales placées ' 
sjnxétriq^etaient.par rapport à Faxe de»a?. Le ttijdn dç 
^oourbpre qui apjmr\ient ail'^odunet âje la pa^bole est 

égol à’jp. Là développée touche Taxe des x au p<^t a'. 

.‘191. , A Té^^d de là <^ycUAde , dont s’e^ ooeOpé 
dans lé n* lT8; ona trouvé S • 


^ . 

dj; 


O.;- • 
'■i .j.’ùvj r,f! 

R ' 


' ' ^ ' , R > 

A/ — —I, d’où , - 

y r p. ,-l- ,« , . ; .... . 


y-. 


' .H en lùotiànt tes taltlàn dallé l'éxprcMÎQn ^ P;dù it*l 


il viciât 


à. >*1. 

i 


U* 


d’où l’on conclut, eh ràjjprocliânt ce i'ésultat' ^ wç- 
mules dohnéc)s h‘’ ÎYâ, que lé rayon de ço^bi^' ^t tou-..- 
jours doublé de la normale. ’ , ' , 




by Google 



En substituant égdement les viJeaif préc^entà <bii» 

• les expressions de a et 6 du U® 180, <» aura , 

•• aj= X +2 1/ 2R^— y, ■■ *= — 

Il est visible, soit par ces . expressions , iditpar oelle’da 
ràÿdiT de cotwrbure p , <£ue le centre dé cpiiAure du 
sommet » de la cycloïde {^g. 36) est em.,. en prenant la 
distance’ ov —an. Pour obtenir l’é^uâtion de îa dévelop- 
'pée sous la formé la^ plus simple , nousjà rapporterons 
k deux nouvelles coordonnéés a et 6' parallèle^ aux prfe- 
mièrëst et tjui sontcomptéçïà partir. du pomtV, dans le 
‘ sensï'Aefdamlésôisvd.'Notisecriroaàîipnc,''^'^ ' 

' ot^«R— V,. -s . 

« . • ^ \ : ' • , 
ce jqui changera Jes équations précédentes en ■ 

, J i », ; 

. nrB-^*^ St p^iü,x^y , ' • 

d’où rpn tire, ^ ayant égard' S rc^préssion-.^e of en y du 

«'=R'^7r— arccrç..^^) — lf2V ^ .j 

on enfip ensnettont pour jr sa valeur ' ... - 

Ai^ la développée de, Ip cycloOié.est Uflo aqtçe cyclplde 
égale a la' première. ) . ' <?./ • 

Cetrt proposition, résulté d’aiUeursinunédifrtement de 
la-yalepr obtenue .ci-dessus pour le raymi de courbure. 
<isÈr ïé'centrè'dé cotuihre devant se trouver pour l'e point 
■ m dé-Ia''<^ck^é s'^ùr le prolongenient dç^ la ifomale , à 




/ 


• . • . r ‘99 ‘ • 

une*^èü(nce jY:^rrn, il s’ensi|it q^ue l’arc r|x' du cercle 
de rayo n R > dont le centré est d, est égal ii l’arc /ro di* 
cercle rajbq dont le centre est Mais l’arc 

ifti est^^PÎ l’intérralle 0/* : donc l’arc Sjt est égalà l’in- 
tervidle *s. . j , 

'Remarcjuoçs de plus que le rayon de courbure est nul 
• au point 0 dç ja cycloïdeD/nw. Donc l’atc Oft de la dévç- 
loppée bst> égal aurayonde courbure m{*. Ainsi la lou- 
gueur totale de la demi-cycloïde est 4R ; et en gé- 
néral si, l’on plaçait aa sonimet de la. courbe l'origine 
des coordonnais ic, et si l’ou comptait les axes du même 

point, on aurait -y.; » ^ *-•» 

Cette propriété tçmar^uàl^ de la cjciofde ; qurcoo-* 
siste à^se reproduire p^ le développement , bst liée'à.la 
^ proposition ^ suivante plus généralë , et, due à J(e^ 
Bemouilli. Si, considérant une courbe quelconque dont 
les extrémités tducbeni deux cAtés d’iïn rectangle on en 
forme la développée, -puis U développée ds cefle-çi, et-, 
ainsi de. suit^ rin£bi, le9. cQurbestobtenuéS'de cettn 
iii^iéfe-'.approcberont. progressivement 'de se ct^oodre 
.avec une. demi^doïde. . >. . - •- • 


' XIX- çocA|:çs ru.itK8'„KA^pùTÉBs^4J0x coeàbojtitÉxft ' 
- • foUsnva. . ■■■,-.[ . 

192. L’nsago des coordonnées polaires cônsisteii repi- 

plaçer pour dxer la position d’un point quelco^iie mies 

eoonlonnées se^tangulaires x .et jr, représentées .par Op. 

«t mpt au moyen du rayon vecteqr r représente par Om 

et de* l’angle o formé pat cerayoâ livec l’axe des x, Des 
> ^ > * • 
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>■ . . -r- 

nouvèlift c(^r(ionnéé8 Ænt liéeVaüîieÿremièresr commë 
bo l'a déjà remarqué n° Ï9, pAr.les relations. — " 

' • -V f ' ■( ■ ■ 'i- 'ZÂ 

' * ' d’où Pcx+K? 


, , jc^raos. t» 

t * , 

' j>a=rsin.« 

,, V •» - 



wBsarctang. ' 


Lerayon vecteur est prîs-toujours pfe^tivement^L’att^ej» ' 
peut aOecter toutes les valeurs, poûtivés -ou jiégdtive^ 
depuis téro’^^ùsqu’à ^ \ ' 

195. L’équation d’une lîg*c droite passant pi^r le point 
dont lès coordonnées rectangulaires sont x',y, fet.fbr^ 
mant avec l’axe des 4 ;. l’angle r, étant eû podrdoimées 
rectangubires ' ' 

OB-^oiivera pourl’écfuartion de là niénié d|t’o|te en coor- 
données p<daires ’ ' - ’ 

. rsin,(«*»-iJs=srO»b. («'-j-T)., ^ 

t\ 9 ^ \ • ♦ * f » a v' A 

,-fc' ety désignant les Valeurs -de r et« qui apparti^nënt 
• «U point dont les cochonnées sonto?* çt y, .En effet, 

\r sin. rCpréséUteevideinnrent lai. distance «onstaUtc- 
de la ligne dont il s’agit à la parall^ inènée à cette 'tigtfc , 
par l’origine des Coordonnées. ‘ ' , / 

*’• 194- L’équation deia pàratole, quand on place l’pri- 
ginc des coordonnées au smnmet , est en coordonnées 
, rectangulaires /. <, ,.c - 

.r--- / 

' ‘ ' * 1 * ’ ' **♦ «1 * \ * 

, , çl -engcOordoimées ploiaires'' - • .t. • -v ';> • .V” , > 


' . f 


,v- 


t y * , ^ . 

•* c 6 s.b> 

' .,ra=2B r:- « 

^ bjft. V 


' ' . • 1 
». > 
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198.'X'équationdel’clKpse ou de lThy^rboîe en coor^ 
données rectangulaires, l’origine étant placée a*a centre , . 
est’, V • • . . ' ^' ■ 


et en cqbrdonnées ptdairee ‘ '. ' • 

<i , . • ■•. ’•• • • • c . •■' ■ * . ■■ . 

. 1.' • . J •«*** ' • > ' . 

. ‘ ■ ' r sif L II J ' -1 >. • • 

• . ' o’êos.’*» +.ti^sin.*w / ' ' ' • 

'■* . . H •. i< ■ , • • 

19fi. Mais sî l'on p^ce }’orig^ des c6ordowée8>au . 
foyer de la parabole en remplaçant dans. l’éqUation' ' ' 

ajpar^4-«, l’équation de cette courbé dp- •• 
viendra"' ^ ‘ ' 

ou en Éûsant^= r'^ rdeSignâ&t ladirtancedu sominét au 

‘ 

V , • 

Mettant pour Æ et y les valeurs doupé^ n*' 102, on 
aura pour l’équatjo^ ei^ coordonnées polairés , • 

■ vi_,<+-cos*“ '■ •' " s/"' ; 1 • 

'r«=2r — T-- V ou r= 7 -r— . •/ 

r ' , . sm.w . , • . .*1: — vos.,» ,, 


X ■ 


r ' , 


et;si l’on èompté rangle'à à partir de la pOrtioin dei’axejqui 
est-siiuée du 'côté .* négatives, c’esi-è>dire H partir (do 

. La portion. de l’a^^ Comprise entre le foyçr et lé 'sommet ' . 
'dèlacourbe. • < . / 'v • . % 

• ' ■ r • •; ^ V À . ' ■ 

• .• Irhcos.M .. , 

» ' ■ . • • • V- • ' 

.équation qu’il est facile' de déduire itnmédiat»efit'des 
propriétés connues de la parabole. * 



V 
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. 197« Soit e l’excentricité dé TeDipse et do riiyperbélev 
' c’est-^-direj le rapport entre, la ^cUstance du cen^e an 
foyer et k demi-grand axe ou axe réél. On aura 'donc 

<ae=: \/ a— b' pour l’ellipsê^et ae = \/ a'+b^ pour l’hy- 
perbole. En plaçant dans l’ellipse l’origine au foyer' si- 
tué du ^côté des x positives, et dans l’hyperlnde au foyer 
-situé du côté des x négatives , l’abscissè comptée^ à pàr- 
tir du centre sera^jr-^ae.dans la^prémière courbe, et 
x—ae dans la seconde'. Leurs équations deviendront 
respectivement * 

' . ‘J . ■ • • . .... 

(x — aëŸ ’ 'jr' ' 


J. 


= 1 et 


li 


et en substituant pour* et^^les expressions du n* 192, 
on aura en coordonnées polaires pour l’ellipse 


r = 


’ et pou^ l’hyperbole ' 

, — 1 ) 

• •*•«= V . L ' IL 


y, 

l-j-ecos.ti’ 






feCe*— 1) 


■l-Hecôs.»’ «cos. * 1 — ^'1 • ^ 

suivant que ron considérera la branche' de la .'courbe 
la plus Voîsipe ou -la ^uis éloignée du ^ris pour 
origine. Ges dernières équations se déduisent également 
des propriétés connues des deux cpttrbes dent il. s’agit. 
''' lUS.^Nous 'recbe.r«berons ' nraintenant les ejtpi'e»- 
'sîeins différentielles générales ^qui af^rtiépueut à la 
direction de fa tangente d’une courbe, à son ai«e , et, 
à la longueur de l’arc, lorsqu’on .emploie les coordonnées- 
polaires. - , 

.. ' Soft en général.. . . 
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.n 


r— 'ao3..-^ 

' é ' ' ^ ' 

l’équation d’une courW proposé^., Si. l’on- denuiXt^ ia . 
' direction de la courbe^n ..point, dpntt et r sont 1^ 
coordonnées^- .on remarquera que , ht <4iÛUe foriuanjt 
l’angle t avec Tôxe à-partir duquel VdQ(S^^ oicst;COimpiîé, 
dont l’équation .. .*• 


r^n’ 


. , Sin.{ÿ_— li..; ; 


v.'C 


ar i^é donnée n^lSS, sera tangéntnît la coiftbe an'point 
dont il^s'ôgit '(coiilôrméltnent aux principes exposés 

article XVI), si la valeur dè déduite de l’équation de , 

: 1 a droite -est égale en'ce point à lar valeur 4 u ntéme coffî- 
<éient j^étentiel déduite de l’équation de la cont’be. Ot, 
en différentiant.rexpression précédents 4 e ;7* on- tcQure 


'i 

dr • sîn.W-— t)cos,fiu — t) 

_ rxx ia_y ___i_ : i; — : 

a>A ' 


ou 


'A \ 


3.. 


■J dr . 




donc l’angle .vfonpé par 1 ^ 4 »urbq^avéc l’axe.^ partir du-^ 
• quel compte l’angle « -of t. détei;miné On 'général pqr 


1 équation v. w-v ' . ' 

i' * ' . ' -, 1 'dr . ■ -y 

J,. : . - ^ cot.{v-i»)i=: - ,c ■ 

^ ■ >; ,• - - ^ V . •..> .r- 

' représentant le coefficient différentiel du premier 

V _ , ^ • ** *' ^ 

ordre de la fonction r=y(w). Il est superflu de remarquer 
''d’aiUeùri'qué't^» êpt l’àngle compris ébtré là tâUgénte 
de la couibjè ét le rayon 'lecteur. ' 

Le même résultat peut être facilement obtéûu par* la 


d I- . -'V.iiiglc 



. 1 


* *1 * , * * 
géopiélrie', Gâtait m, n [^g. 37) lès deOx points dè là 

courbe correspondants aux .râleurs «* et del’incK- 

naisbn do rayon yecleur. L’arc mÿ décrit au point 0 

‘ aycc le rayon Om=r aHita pour longueur rrfw, et nq repré- 

eentera dr. Mais à la limite nous regardons mq comme 

jine ligne droite perpen;^ulaire à Om, et la courbe 

comme coïncidant avec la . tangente dans l’intervalle mn. 

Remarquant, de plus que l’angle nmq est le pomplér 

meût de d’angle r--— .on aura comme èi-dessus » . , 

i ■ dr * ' 

I. cot^(r — »)=3— j-I Vî, ' -,*>• P 

- ( m» ' 

•'.'Sironnommeo'rangle formé parla normale inéitée à 

ÿa courbe au point m aveol'axe de$a^ on aurafdmic d’après 

•iaiOEmule précédente ' ' 


,tang.(«— »»)^— 


rdfü 
dr ’ 


c«-ar étant'l’angle formé par la no£màIe et le rayon veo- 

199. L aipe de la èoùrbe, lorsque!'^ emploie des coor- 
données polaires es{ fespace triangulaire compris entre 
■ èettecburbe, un rayon vectéuràxê (’par^xemplfc le raydn 
• Oo (j%.’^7) qui coïncide' atéc l’axe)', et le ràyon vecteur 
mobile Ora. Nous désignerons cet axe par ù,' Lorsfpie u 
angn^nte dé d'j, u croît dû triangle fimn, dont l’aire, en 
Vegardant encore imi commé'une ligne droite, éat 




- (r+dir)rt4>v 

m ' 


'C 


Nous aûrens’dancf^ négligent (commo On doit le faire 
'an passant à la Umite), ,lea quotités infijiiment petitea. 
du second ordre 

' • du=^rtU. , ' 
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SQO. Quant- à Ja>âi^retLlieU(î de l’arç 4e la courte , 
que nous continuoqs à représenter par j ■, die est évi^ 
dcnunent exprimée , puisque ‘ .l’élémènt mn {/eg., 3Ï) 
peut'étre çegardé'à la limite comuie’rbypothénuse du 
Iriangle rectangle m/iÿ.do&t les ç4tés soût rJu et dr, par 

Nous supposohs qâej’atç r augmentera en inéme temps 
que l'angle ». • ' 

201. Si l’on veut enfin connaître l'expression générale 
du rayon de courbure mi coordonnées polaires, on em- 
ploiera la ibrmule du n^ ifil . 

■ V' ^ • ' ■ . '• 

T- ' ' 

^ ^ Tr’- • • 

• • ( • ... ***• X,- . , • 

en'obÿéWântquede réqùatiqiidiin* 19^ ’’; 

t ► i. • . ’ ‘ \ i» ■ t ' ^ . i "J A' ‘.J . ^ ^ * 

' ’ A J - , ^ ' 


1 dr 
càL 

r CM 


f ‘ -.-v V 

t' ^ 


«ondédittt pax la difiérentiatvon \ 

’ , , dr^du ‘ J [ idf\ , 'dr ^ \ d ( 1 ir\ 

Mais célle même équation donne. ’ •. • ' 

• -v « '..a “M 'l-v' ;• J- J-- . v;^.j 

■ .,r. . : V'- ■ 

' ' i- ‘ 

Oonc f' ■ ■» * ” ' .■•/■.- ' t - ly-' ■■ 

• '•Vi: ifÎJflîV c , 

, ' jdr d»»J duyrdttJ ‘ , 

' dt». I /I «rV . , 
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D'ailleur» noiis avoils tfouVé ci-<lessuS * 




.Donc 


J. 

^tta'si l'on veut 


• 

La di reetion de^^ normale, é tan jL connue d'après le n* 1 , 
cette, expression du rayon de courbure Suffit pour dé- 
teprminer la position du'cnnixe du oehrcle oscillateur. Le< 

radical ]’ peut 4tru affecté du jignn + ou 4“ 

«i^e — . Si l’on convient dé prendre le signè'4- il s’ei^- 
stiivra.<jtie le rayon de courbure Serh'rtgardé comme po* 
silif lorsque les differéntidles t/r eldsseropt de m^e 
'^i^e, et comme négatif lersqu’dlçs, seront de signe con- 
traire. Nous supposons ici que l^rox migmente dans le 
même sens que l’âpgle ». Ainsi le rayon de. courbure est 
'■'Censé positif lorsque laToncavi té de la courbe est loupiée 
du côté de l’origin^ ou pôle dont émane lé rayon vecteur 
«t négatif dans le cas contraire. , 

. ' ■ ■ ' ■ " ■ ■ .- V . 
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: {Tourbes nommées spirales. 

' . ■- . 

202. Les géomètres oift donné le nom de spirales 
à diverses courbes (lontla^nature elles propriétés s’ex- 
priment d’une manière plus sinàple au moyen des 'çoorr- 
données polaires. / t ’l -.«]>" i ■ ■ •? 

La spirale d’ Àrclumède a poul' équation ^ 


r=aa>. 


y 


,y.' 

. «• . 


a désignant une constante positive. La courbe comr 
.ntence à l’origine ou pôle, et forme upe- infinité jIg ré- 
volutions àutour de ce point, dont elle s’éloigne de plus 
eof>lus.. I , v '. . . ■ 

203. Dans la spirale hyperbolique , ainsi nommée à 
raison del’analogie de sonéquation ' ■ 

:• - --v.s:v''2 . - . 

. .. •• ■' 

(a désignant toujours une constante positive) avec celle 
de l’IijrperbolerappOTtée à ses asymplotes, la courbe pCend 
son origine à une distance infinie du pôle, -où elle touché 
une droite parallèle à l’axe des Jc dont l’équation est^=a 

(puisque l’équation précédente peut s’écrirej^=a , 


ei donne y-=a lorsque w = 0). Elle forme une infinité 
de révolutions autour du pôle,,dont elle sîapproche pro- 
gressivement, mais sans l’atteindre, puisque l’on n’a 
r=0 qu’en attribnant à l’angle u une valeur infinie.’ 

204. La spirale logarithmique, courbe très^-remair^ - 
quablc dont les propriéhÉs ont été étudiées par Jacques 
Bemouilli, a pour équation 


N • 


.T“ ao8 1 - * . , 

wsslog. r, ’ o« r=Ba'’,' oa ertfin 'r4=e'“'*,'' ' 

a désignant la baÿc dii fiystème de logàrithiaeSi que douâ 
iap^osons plus grande ^ue îtinité- L’a yalèur OAde r 
■qui correspond à‘*»!==0 est égale à l'unité. Lorsque « crott 
positivement à- partit.de' zéfo^ r augmente de plus en 
plus : ainsi la courbe à partir du point A fonpe autour 
du pâle une ^Ënité de révolii^ions en s’éloignant pro- 
gressivement de ce point. Lorsque a croit négativement 
à partir de zéro, r diminue de plus en plus. : la courbe 
ibrmé égaleUiént à pattir dü poini A', êt'en s'approchant 
'pro^essivementdu.p^iht Oi sans l’atteindre^.uite infinité 
de révolntions.»' ■ ' • • •.’ i • , • 

De l’équation , • • 

' _ • ’i’ 'rxse'*-* ‘ 

'onàéduit . . , j -^iî X 

A U6> 

^ dr ' 

La formule du n* 198, talig. (v— w)*ei , donUg dope 

’sei pont détênniner l’angle comprisenbre fv^ortdale' et le 
rayon YecteuE.-’ ’” ■ • '' 

Ainsi cet angle a onè valeur cOnstantéi '*' ^ 

L^érpressioq, du ràyon dé courbée , n° 20f, . . 


Dir.. 


i y üoogk 


i.' 


aog^ — - 

Doftcf» étant (^. 88)lecontredecourlmrecorr«8pôiidanl 

an point mde la spirale Jogarithmique, lalignet»^ est per- 
peiïiÜçulaire sur le rayon vecteur Ow. Le ra;yon veçteur " 

• e^ le rayon de courture conservent un rapport cwjstant. 

Soient a ét K les cooSrdonaées polaires du centre' de 
cour^ure.^, Dnaura-doncdaprès ce qui précède.':- 

. . V* • 

et en substitilant ^ vdeurs de » et r tirées de ces 
tiobs daiu l’équ^tKW «îè .la xwiïbfe , il viendra 

. n-r,.:;- _ i, 

.. . RsYd.e \ «/. 

on ce qui revient au ménie,' - , , • 

•••• n" •-••••»<:; ‘ . 

’i '■ y ' R.==e^- ' **•/ 4 - .1 ;,v. 

• pour l’équation polaire de la développée. Pc*c la d^e- 
loppée delà spirale logarithmique est cetfé même courbe 

* • ' ' .i* ’ ' 

qui a tourné, autour du .pôle d’un angle à 

suffit dailleurs , pour reconnaître que la développée est 
une spirale logarithmique, de remarquer que,sa4angente > - 
qui n’est autre chose que le rayon /im, forme un angle 

constant avec sou rayon vecteur Oy. , 

XX. FOIITT8 SING.UUERS DES COUHBES PLANES. ' 

' ■ ■■ • ■ ' • .'l ► . . 

309. Les notions qui ont été exposées dans les articles 
XVI et anivants, et qui se rapportent à la .Æ^rmiuation 
des tangentes 4«s courbes , dejieuirs éercles osculateurs , 
ou en général des courbes oscuiatrioes, ^t fondées stir 

U ■ 
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remploi «la théorème de Taylor, et supi>osenl ciî générai 
«tUBj le» ooeaidents dificrentiels-dë la fonction qni dt-i 
prime la videur de l’ordonnée au moyen de l’abscisse 
prennent pour le point de la courbe que l’on considère, 
des valeurs finies et détemrinées. Il est donc nécessaire, 
xonlormément à ce qu’on a vu dans l’article,! X , qUe l.a 
figure de la courbe soit continue près de ces points ; et 
de plus il ne faut pas qUé la fonction dont il' s’agit se 
tftmvp, pour la valeur de l>bsci>e jour app^a^^^^^ 
dàns'fes 6a?d'excéption‘qui ont^éte r’^arque's dans 
même“àrticl'e’''ûrsqu il en ç^fatrtreAefi^ la figure des 
courbes est en général allectée d’une manière particulière 
et présente ce qu’on nomme ni) paîni singulier. 

Dans la plupart des cas . l’existence des points singu^ 
liers tient à ce.quo la courbe a deUx ou plusieurs branches 
qui se réunissent dans «les jioints dont il s agit. Néan- 
moins les, courbes qui ont un cours Unique, ou qui sont 
partagées en jdusieurs branches distinctes qui ne se croi- 
sent point, présentent quelquefois des points reniar- 
quablcs que l’on a généralement compris sous la déno- 
mination de points singubers. 

Concevons que 1 ôn ait fprme les coefiieiepts dilleren— 

‘tiels etc., de l’ordonnée y de la courbe 

dx dar djr . 

exprimée en fonction de l’abscisse r. ’ •» ' 

dy J » 

Si le premier coefficient différentiel ^ devient nul 
pour une valeur x=a de l’abscisse, les aiHres coefficients 
Observant dés valeurs finies, la tangente dë la ebuAe 
est au <point*correspondant parallè|fe‘à laxe des xj et 
l’ordonnéei^ Cohformért'ePt K ce qu’ëd. n vit dans l’article 
XIV; est'ûta «tiitimumOti un minimttHi. s- ' • ■ 

n . 


l 


« O 


■ *dn 


d'y 


bi le coefficieut difiereotiel devieot seuI'Dul , tous 


)es autres conservaut des videurs 6niM, le rayon de cour- 
bure est in^ni, et le sens de la , courbure change. 11 ya un 
point d’injlexion. i lo • 

Si le coefficient différentiel du troisième ordre dé? 

r'-. v 'r “’î 

venait 'seul nul / cela indiquerait que est un maxi> 


V...» 


• . ’ * »• . ■ . t - '• * . 

.mupi ou.un nainimum : mais cet^e fircoastahce ne peut 
en général se remarquer sur.Ia fiûiiro de la courbe. , ^ . 

■ ■ t- , ^ ï7 . . 

Si les deux premiers coefficients difiérentiels et 

d\Y , . ’ 

étaient nriis en mêrue temps, ôn se trouverait dans. 

■ - . - ^ ' f*. . * ■ à* , ^ _ . • 

le cas remarqué à Li fin du n® liS", c'est-à-dire qu’jd y 
aurait- ün pofnt d’inflèxion clans Iciquel la tangente de la 
courbe serait parall^le'àï’axc des x. ' 

• . ■ -T.- •!H( . K* .! 

, 206. Outre les cas' où quelques-uns des coeffiçienU^ 
différentiels. prennent des valeurs milles"*, on doit consi- 
dérer ceux oùf ils prenuénf des valeurs infinies,'" 

Si' le coefficient, différentiel du premier ordre — 

prend une valeur infinie', Li twgente de la courbe est 
parallèle à l’axe desj-,. Celupeut arriver dans (^atre'cas,^ 
en un point L (^. 39). formant danslsAsens de , «cia limite 
de fespace ocçqpé par la courbe ; eri Miorsque l’ordonnée - • . • 
est infiliie 4 iit Li courbe louche une ligne parallèle à Taxe 
des,/; ou lorsqu’il y a un point ,d’ inflexion ; et eidir 
. 'en O dans un point tle a-ebrouisenitint, ^ . 


> ■ 


.,->k 


aia — 

Si le coefficient diflërentiel du second ordre devenait 
seul infini , il en résulterait que la valeur dù rayon de 
courbure serait nulle. ^ .. ^ 

' 907. Considérons maintenant les cas où les courbes 
présentent plusieurs branches dont la réunion ou le croi- 
sement donnent lieu à des points singuliers. Lçs^cas dont 
il s’agit répondent toujours à ceux qui ont été remarqués 
dans les numéros 90 et suivants. En efiet^ une courbe ne 

t. • * . 

peut avoir plusieurs branches qu’autant quç la fonction 
y=.J‘(^x) qui représente l’ordonnée contient des radicaux 
pairs auxquels on doit attribuer un double signe* En'g^ 
néral à chaque valeur de x répondent plusieurs valeurs 
de y, et autant de valeurs de chacun des coefficients dif- 
férentiels 'qui appartiennent' respectivement aux; diffé- 
rentes branches de la COurbe. Mais si la valeur particu-« 
Hère x = a fait .disparaître un radical ilans f[x), et 
réduit par conséquent les valeurs de à ’un^moîndre 
nombre, deux ou plusieurs branches de la courbe se 
réunissent dans' lé point correspondant , qui devient ce 
que J’on nomme un point' multiple. On a vu d'ailleurs 
dans les numéros cités qu’il fallait ici distinguer deux 
cas. • 

1® Lorsque le radical disparaît dans f{x) pour là va- 
leur. a parce que cette valeur rend nul ce radical 
même', ^1 développement dé y*(a+A) 'ne ‘peut alors 
contenir que des puissances fractionnaires de A , et par 
conséquent tous les coefficients différentiels doivent'de^ 
venir infinis. ^ • 

9° Lorsque le radical disparaît parce que la valeur 
x=a rend nul un certain facteur- dont ‘ce radical est. 


.A 

affecté Hansyi[jc), mais qui peut reparaitre dans' les coe£- 
ffcients difTérentiels après un certain nombre de diffé- 
rentiations , • La .formule de Taylor subsiste. Mais les 
premiers coefBcîents différentiels dans lesquels ce facteur 
se trouve encore deviennent nuis pour la valeur x= a , 
làndisque les coefficients différéntiels des ordres suivants 
où se'retrouvè le radical dont il s’af^it, présentent des va- 
leurs finies et distinctes appartenant respectivement aux 
diV’erses branches de la courbe. ? , 

On voit donc, d’après ce'qui précède, qu’un point 
multiple peut être 'indiqué pariés valeurs infinies que 
prendraient les coefficients différentiels du premier ordre 
et des ordres supérieurs. Mais cette indication n’est pas 
certaine, puisque lù ihétne chose peut avenr lieu dans un 
point d’inflexion où la tangente de la courbe serait paral- 
lèle à faxè des_y. ^ ‘ 

On voit encore qu’un point multiple peut être indiqué 
parce que les premiers coefficients différentiels auraient 
des valeurs nulles. Cette circonstance peut également' 
avoir beu pour'un poînUl’inflexion où la tangente ,,de ' 
la courbe serait pàrallèlé à l’axe des x. Mais si les pre- 
miers coefficients différentiels réduits à. ïéro sont suivis 
d’autres coefficients différentiels affectés de radicaux, on’ 
est bien aSsuré que le point dont il s’agit est formé parla 
réunion de plusieurs branches delà courbe qui ont entre 
elles un contact dont l’ordre est marqué par le nombre des * 
coefficients différentiels qui reçoivent la valeur commune 
z^o;' ' r ' • • • . ..‘ 

En général les valeurs nulles 6n infinies affectées par 
les premiers coefficients différentiels ne peuvent faire 
juger exactement de la nûture du point singulier, et il 


• , • • • • ._ ai4 -A ' • • 

est néceâsaii» pour *’eu as^ürçr ^^ftiscuter le coUfs de la 
courbe près de ce poiut. '• ,> ^ ‘ ’ 

,208. Le cae lo plussinple apquei s’appliquent les côn=^ 
tidérations pr^édeutes est.eelui'du point 4.0} qui 

forme la Jiihite d’UpO courbe d^ns le sens.des a;. ,ph.doit 
considérer les deux parlies Mm, Mm' comniq. deux bran- 
ches distinctes (soit -.qu’elles s’étendent ^d’infinj, ou 
qu’éiles se .rq^^ocnt pour former une courbe ferpiée) , 
qui se feunissent en M.. Les ooe(Bcients- différentiels 
du premier or4te,et des. 'ordres supérieurs sont infinis* 
peur la valeur de - l’ab»[;i8$e. qui- répond à un tel poiUt. 
La rnéme chose ^ lieu lorsque la limite de la courbe, 
formée par un point de rebroussement, NJ / . 

Remarquon's que le jKÛnt N , où les deux branches de 
la' courbe' sont du même cùté de la, tangente copunune, 
est un point de rebroussemeht de la seconde espèce ; et 
quo' le • point O de la figure dn n* 20fi ; ,où tes deux 
branches dç la courbe sont placées'de pîSrt et d’antre dç 
la'taogeute oommune, est un point de rebroussement de 
la première espèce. Le ,cUs où tous .les coefficients difié- 
^ rentiels devi«anent infinis peut répondre d'ailleurs à 
divers points multiples O, P, dans lesquels se réunissent 
deux ou . plusienrs. branches de courbé^, qui touchent 
(ùn se croisant ou |t»n } 'une rni^e l^e partdlèle à l’axe 
desj, • 

. -309. A l’égard des cas où- les premiers coefficients 
difiérëniiels deviennent nuis , tamlis^que les coefficients 
diilerentiels suivants conservent des valeurs finies affec- 
tées de radicaim , ils donnent lieu à des points multiples 
analogues aux ' points <) ef .Pÿ mais dans desquels la i^ot- 
gente de la coqrbè est parallèlaà |’as,e ties x. . . ' 
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si .la première diirércuüatiqn a/ suffi pour£(irc 
. ilispar/ittr^le:&cteUF doQt le radical était afleoté dans la 
' Ibpctton et 4U1 devenait nul pour b valeur particulière 

''x^a -, en Sbrtequelè râdicaîse retrouvant dans . cç 

' coefficient, dip'érentiel présente plusieurs valeurs ünies 
distinctes ; on aura lors un point multiple Q dans lequel • 
f les branches de_la courbe se croiseront sans se toucher.,. 

, Et'si diuoa un teT point là, valeur de nri' se trouvait nulle, 

. .il, y, aurait , comme en J$. up^inflêxion dans phaçune 
brapeUp* dfl b ipourV,''. ,• \ •• - i-'l ‘ 

- *• ïWf. Nêuotertninerohs enfln'én obscrvant'qùe l'oO a ' . 
nommé points isolés ou coq^ugüés certains points don^ 
les coordonnées ùlisfbht a réqinition' proposée entro x * 
et y, mais qui sont entièrepient séparés de b Jigne'^ijé 
cette équation représoate- Il Existera ^ 'par exemple , un 


point conjugué co^respond.atit à b^ valeur x = a si, cette' 

, valeur’ fait dîspar.lîtré dans b fonction jr=y'(.i) im^ràdi- * 


àr-æy 

cal sans le faire .^disparaître tbns etc.; et 'si ce 


radical est imaginaire pour la valeu^' n de x et pour les 
, valeurs comprises éntre a et a +,,6, &.désiguant une qnài^' 
lité %iié. 
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VLANS TAHCEAT$ ET NORMAtES AUX SURFACES 


f* * ' 1*’ 1 






», 




' COURBES. 

e ~ ». * W 

• r* .w> • i;ii iiî» n;... .. . 

, il 1^1 :ïfousr»récapituleiiDd 6 .'ici- succinctement 'les 

«yole» les pliMidlémcataires de da.géométne <i' trois idr» 
ntçnskms.r^ tn/w 
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La direction d'une ligne droite pasrànt par l’origine 
des coordonnées est 6xée par les trois angles ai S, y for- 
més par cette ligne 'avec les parties des axes sur lesquels > 
on compte les coordpdnées positives ÿc,, z, Les cosinus 
de ces angle» sont évidemment entre _ eux dans les 
mêmes rapports irae les coordonnées Xi'-r, * et Ton a les , 


relations 

’ \ '1^1- ^ 

X . co8.« X COS, a y. cos. 5 


CÔS.6 




ÙO%.J 


cos. 7 - 


dont deux qûelconc^es entraînent là troisièmé. Déplus 
les coordonnées du point de la ligne située à là distsmoe t 
^e l’origine étant rospectiYemeut .co&. eoÿ. S, çoa. 7, il . 
en résulte ' . • - 

. cos.*«+cos,*S+cos.*7=l. ■ 

*: P’appèsc^ - 


jL .■> • ••’ . ■■ 

. ' « 


* Xas 08 » ^ 




‘ • i > f ■ • . • I. • . \ . 

étant les. équations des projections de la dfoite sur les 
'plans des Jcz et des on à ‘ . . ■ . 


I .. 


^où ■' 

« 06 . a: 


OO8.7' 


I» .. 


eos.6 
oos.'v ' 


• V 


COS.6=- 


COS.7: 


I’- 


k'n’+f+l. ■ ka‘+t*+l, 

Ûn peut donner à volonté^daps ces- formulés au radical ' 
le signe -t-oû le signe — , pourvu qu’on lui dcmne dans , 
toutes trois -le même signe. Suivant le signe donné à ce . 
radical, les angles «..6 'et7 appartiendront li l'une <m à 
l’ontre des parties de la ligne qui sont séparées par 
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l’crigiae des coordoonées. Si<n le prend positÎTemeiit, 
vêa angles se l'apportërcAat. toujours à la p^tie de la li^B>t ■ 
qui est située du côté des i ^«asitiirés , ou <forme un 
' angle aigu ateç la partie pasitive de Taxe d« m. ; , 

21^. Soient deux droites, ^ssant j>ar rorigme de^ , 

<- ceordonneM et formant respectivement avec les axes 
les. angles à, 6, y et a, 6', y. La-distanCe du point de ces 
droites placées à la distance 1 de l’origine est le double 
du sinus de la moitié de l’angle 'qu’elles cQmprennenti 
-‘Ainsi, appelant» cet angle,'' ^ . 

• * ^ ^ . * 

I sin.* ^ = (<508. a — eos.a')*+(cos.€ — cos.<')’+(co%'7'*‘<os-70** 

équation qui se réduit . *** ^' \. , " ■ % • . ■ • 

. ‘ ^ • . • . • *» - 
. w * t ' <' s 

, 2siu.*~ = aeos. a'4^réos,.Scos.6'4>cos.7COS.7'). -, 

Mais cos. usa cos.* - ^ sin.*"^ i* l— 2 jin.?^^. Bodc 
2 2 2 •• 

ços.w =±: cos. 'acôs.«'4* oos. 6 cos. cos. 7COS. /. ^ 

Si les deux' drmtes sont perpendiculaires l’UQO «or 
l’autre , ' ‘ , • ’ • 

cos. aços. a'4>cos.6eb$.6''f-'eoS.7o3s.7'.= 0. ‘‘ 

^insi les équations des deiix 'drôites étanl iSsspective»^ 

' ■ - pour la prêBsièK *_ 

. pouf la-seconde 

dies'sont perpendiculaires êotie'dles $i l'on à 

.. .. ,..*5 - VT'. 

. . <:*> 04' 4 “ «+'*■=* P* ’ 

213- l/équatmi don passsmt por-d’ofsgnie àes 
coordonnées étant , , ; 


VsdS,. ' iywabz 
Xiaèafk,'^ i. yssb% 
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ctle»éqiû|tioa8 d’une droitepasâaat pas cette méspite.PVi-* 

'gine '.:A 5 >' •a*» 

' Z = az, ,■ .Y= bfi , 

,>» f" ; T , . ■ • •• 

la droite, sera comprise dans-le plan si ces troi^ équations • 

^cfuvent être satisfaites par les mêmes vajeurs de x,jr, 2 , 

cè qui donne la condition ^ ^ » .. . . < 

• vv ’■ » '''■ /ii^dXfbg. ■ “ 

*■■ 214. ti’éqïiatiOT générale d’uD plan est 

•• \ ‘ / '.r, 

étant deux \variables indépendantes et 2 uflefonc- 
‘ tion'de ces vatiables. Soit un, point quelconque de l’es- 
pace dont les coordonnées sont x, zi 'et çoppèVjms qu^ 
de ce point l’on ait mené une droite ,à Tun "quelconque 
des 'points 'du plan dont nOirs désignerons lès 0ordon- 
, *t)ées par’^^'iV.'e'.- La dist^qce de ces deux points est eîf- • 

• . pninee par i ^ 

af ; X eÜ 2.' wtislaisânt h, l’équation • •' ' ‘ ■ ' ■ • 

^ . U, ; . • V- ■ . - • 

' 'Or la droitexlont il s’agit sera perpendiculaire àuplaq^ 

. l’cstpression précédente (dans laquelle il faut considére'j’ . 
z' comme une foncticut de&deux variables ;indépcndan tes ' 
■ x'etjf^) est un mûûmiûn> JPour comiàltre la direction 
^ de la perpendiculaire^ au plgn , cm' égalera donc séparg- 
ment à zéroj coofo^ément à cé qu’on a vu. dans les nu- 
. méros 147.et suivants) les diÛéPentielles de cette exprès- 
siouprÿe* par rgpp<Mrt à'a; ti à^ïCiè ^ù-donneta » \î - 

- ^dz’ ' Vi’’ 

- , 2 ^ (a—*') =?_Q, . J'J-y + ^ (f'T’*') ® ’ 
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• » «« ' . _ » 

équatioiM appartien{ient li|la pecpendicidaire cheP'- 

cbée et qui en détenuinent, Li. direction. Eu y rtettant ' 
x’ dz’ dz\ ' 

pour ^ et ^ leurs valeurs tirées, de I ’é.quat^pu du plan 
, elles devienaent .** 

.;X— i^+/(Z— z') =0, ;)r—y(zi^z') = 6. 

. On eh conclut <pie les ap^és formés par la perpéhdictr- 
laire au plan proposé avec les axes des x, des j- et des z, 
ét^nt. représentés par ^ ,.v,'on a, >' 

_ —g ■ • ' '1 


cos. X'-is; 


COS.(i — : . z> 

- ‘ . ' KThFîi .. 

Les anAU formés par le plan proposé avec les plans 
des'^yz, de 7 i;V "et des' ne diffèrent point d’aillèurs. 

, des angles A V.' ’• • ‘ 

215' 'De pins*; l’nngle compris entre deux plans est 
égal à l’angle compris entre deux droites perpendiculaires 
à f ces plans.: ainsi , apjielwt ^“J’apgle compris ent^e les 
plSms doqt Içs équatithis sont respectivement , 

‘ — 'e'=/x+gy+A ■ ■ '■ *'■« 

■ *:r=jrjr+g'y+A' ■ ■ ■ 

on a ' • I ■ ' • • A • ' /./ 1\ . 


cOs. y: 




COS. 


fr 


_ >■ « V 




Kr-i'/r’+i .V/*+F+f . , - v<. 

La condition nécessaire pour que les deux plans reprér 
sentés par les équations précédentes sc^&nt pcrpendicu^ , 
laises l’un à l’autre ,'Mt dgnc exprimée par l'équaticm 
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• ' ' . ' K+Lx+M/+Nxi=d/ •; ' 

on aura pour les équations de, la normàlè . 

•N, ,, , N 

►v • • « • ■ 

et)escQsinus des aogles Ibniiés par la,^ixonua.lc avec ies 
des X, des J- et des z , ou des aijgles formés par. le 
plan proposé jiTéc les plws des jcz', des a;z..et dés sct- 
ront respectivement • . 

JL ' - '-M - ■ ^ N 

r,'cos.f»s^T ^ 


cos.i = - 


r, jcos.vs: 


kL*+M’+JN* 
S 


VL-+MW’ ' ' |/V+M’+N* 

217s' Coxisideronsinain’tenaût surfa^^Uelconqne 
dont l'équation est'reprééentéè èn général par , v 

je , déèigttant toujours deux TariableS’indépendantes,et 
propoions-nous de détermîhér le plaatan^nt et la' ùor^' 

, ■ male menée au point de cette surface; dont x'jÿ', a' de- 

^ ' signent les coordonnées., Q/1 pourrait d’abord eonnaitre 
^ ' la direction de la nonbale parla même considération qui 
* a été employée n” 21 3 » car il est éyident que la plus courte 
distance d’un point qu^conqué de la'norinale à, la sur- . 
face est dirigée suivant cettê'ügne elle-mêine. On trou- 
▼a-aû donc , comme dans le numéro cité , pour les équa- 
'tionsde la normale, • ' ' , 

0 . • Xt - (»—»0 = 0 * ' . 

f représentant les coefficients diffistentiels par- 
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tiels de la fonctioû z' déduits de l’équation z'=f[x\y), 
à laquelle doivent satisfaire les coordonnées du point de 
la surface que l’on considère. Mai^il convient mieux ici' 
de déterminer le plan tangent d’après des notions sem- 
blables à celles qui ont été présentées dansl’arUclé XVI. 

Ün plan est;tangent à’ une surface lorsqu’aucun autre 
pLin ne* peut passer entre la’ surface et le plan dont ils a- 
git. , y étant les ^scisses d’un point quelconque de 
la' surface proposée ^ les ordonnées des .points voisins 
seront exprimées en général d’après ce qu’on a vun®_138,. 
par 


cItI 


æz' h' 


^ 2'+ ^ A + -r + 

dbt! ^ dy dx' â 


d'z' . . d'z i* 


De même , l’équation d’un plan quelconque passant par 
le point dont les coordonnées sont ac'.y , x' étant 

• ... z~:z'^/(jc—x')+g(.y—y), 

les ordonnées, des* points voisins de celui-ci sont repré- 
sentées par 

■' • .' y- . . - 

La différence entre les ordonnées de la surface et celles 
du plan est donc . . . ' i 

fdd \ ‘{di \ . d\K ' rfV ,. rfVi* 

(d? Id? 2 + d^ ** + lÿ 2 + 

Mais si nous supposons les coefficients f, g de .l’équation 
du plan déterminé par la condition de faire disparaître 
les termes du premier ordro , c!est-à*dire si nous po- 
sons 

dz' ' 


etc. 

J , 


f = 


dx”. 


g' 


*dz' 
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cetté différénce se réduira à , ' • > 

‘ 'd'z'‘ .. 

» ' •« 

et 1 on reconnaîtra i par le même raisonriement qui à été 
fait{^i° 160, qu’en attribuant à h et i dés valeurs de plus 


• - sàtisfait à la condition précédaate^ ‘ - v > ^ 

‘ L’équation d’un plan tangent la surface pro^sée • 

. aii.point'dont les coordonnées sont es! donc , 

d'après 'ce qui précède , ", ' ' 

, . dsi ' - '* 

ét l’oh en déduit iminédiatébient pourlqs équaiidus dç 
la normale, coplbrmémei^t an n°iîl3, r''"; ■ , , 

a:— x'+ ^(s^sOteO/' ’• ^ z')o= 0.’ 

représentent les valeurs des coefiScients diÛe- 

^llî rentiels partiels déduits de Véqnatîon •z=y’(a:,ÿ) qui 
‘ appartiennent au point de contact. • ’ ' ' ^ ^ 

■ . Ailisi , en représentant Tpar'A. ", fi, v , les angles for- 
més par la nornnile avec les axes des x,, desy et des r J 

• . « ' Il -I JX' . 
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Cès expressions conviennént égalemèirit aiix ^glts for- , 

ftics pâr le plan fahgent avec lès‘ plans' des dès xi- 
• i Cl des j^. Si l’oii y prend le radical positivement , ellcs^ 
étinViendrOnt i la partie de la normale qui est sitiiéé , pari 
rapport a Ja sùrfaçe, dù'oôté dek'z positives , ‘on qui 
, fornit ùn' angle aigu avec les Z poâtives. _ 

' 2ld. Si l’éqùation de là surface proposée ést préseitteQ 

éouslâfonue' ^ '* 

’Oij. F (^, yi jS>s=’0, ■ 

elle àurà pour équatidt^ différentielles dü preitiiér^rdrer 
d’après ce qu^on a Vu il” Ï5 ‘ 

' ' 'rfF ‘.t/Frfs' 'O?-'' • 


rfx d Z dx ^ 


cos.).= 


oÊ^ «ÎFVz' 

^ dy 

L’équation du plan tangent deviendrâ ‘ ‘ * '> 

' ' ‘ d.'Ç " rfF ’ ‘ W ‘ •• 

- - (*--')=«> < . ’ 

les équations de la normale seront ’ • 

. ... vy' •. ^ • 

, dz' ' , , dz' 

dx!‘. . dy''< . ' _ '• 

enün , les cosinus des apgles À , ,'v , formés ^r- la nor^ 
male avec, l’axe des x , de$ jr ,et des^z,, ou par Je plan 
tangent %veç les plans des yz des xz et des auront , 
pour expressions , ./i . •.>, « 


dx' 


, //rfF V /'dFY }dFy’ ‘ i-/i'dFy fdpy /dry 

1 .• s. y. ^v. (J ,..; 
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219. Un plan tangent peut, en g^éral, aToit* avec * 
line surface un seul -point commun , qui est , 1 e point de 
contact ; ou bien il peut la couper suivanl une certaine 
làgne^.ou simplement la toucher sans^ la couper j ou,' 5 ^^’\ 
en 6 n, la toucher^ et la couper , en niême ^ temps .daïW ’ ' 'i. 
toute retendue de cette ligne. On Remarque les ca's • 

.où le plan tangent touche la surface dans tous les points ' 
d’une même ligne droite, propriété qui appartient aux 
surfaces cylindriques et cpàiques, et plus généralement 
'aux surfaces développables ; et le cas -où le plan tangent^ 
coupant la surface ^vaht une ligne droite, la 'touche 
dans un seul point '(^^tic ligne, propriété qui appar- 
tient aux surfaces gauches. - ^ ^ 

Les coordonnées x, z de la ligne d’intersection du 
plan qui touche la surface au point dont les coordonnées • 
sont x',y, z', satisfont évidemment aux deux équations 


d¥ dF. , dF ' 


dz' 


En éliminant entre elles l’une quelconque des variables 
X , y et Z , on «nra les éc^uations des projections de cette 
ligne sUr les plans coOi^onnés.. . ^ 

■ 22Ô. Oh hojnme'én géiiéralpi^an nohnal,'k une ihrface ^ 
• en un pcrint donné , tout plan mené' par ce poini pèrpen- 
diculairement au plan 'tangent. La normale est' la ligne 
d’intersection de tous les. plans normaux, ^oit , en gé- 
, uéral, ..... , r . 

'. • ' ’ 

;• • -, C > *' . , - -t • ■ 

l’équation d’un pkn quelconque passànt *^par le point 
de la surface dont tes .coordonnées sont^r', 3 ^, z'. Ce 
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plaB MM iiormal à 1» surfacçv si 4e»cpnatantés 
satûibnt à Téquaticn , ^ -, , 


V . dtl-., , U,. 




s’obtient par la coàdition que le plan nôrii^il s6H 
perpciuliculaife au plan tan{»ent', d’aprçs les n** et- 
218 ; ou par la condition qùelë plan normal contienne kl 
norroale.,’ d’après W'n*“218 et 216.’ 

221. Nous remarquerons enOn quesi'I’on m4n4 uii 
plan quelconque par le ^int de contaOt commua à. la 
surface et à son plan tangent, l’intersection de ce plàil 
avec le plan tangent sera tangente à l’intersection de ce 
même plan avec la surface proposée^ ■ • 


.XXII. CôrRses k- no«Bt,B‘ cobmcrb; • 


222. Une li^c courbe quelconque existantdans l'es- 
pac^ est donnée par ses projections sur 4eux des plans 
coordonnés. Soient 

. z^F(x) ’ 

les équations des projections d’une courbe proposée sur 
les plans des et des arz. .Ep éliminant^; entrée ces 
deux équations on en .trouvera Une troisiéme^entre ^ 
et f,!, iqui appartiendra àla prq^ection de la courbe sur 
le plan. des. ^z. Dans ces équations, x est la variable 
indépendante , y, z sont des fonctions déterminées de x. 

^ .X.Â position d’un point d’une courbe est en effet dé- 
' terminée quand on se donne pne seule des- coordonnées 
de ce poîn^. » - , 

223. Considérons, les deux points de la courbe aux- 

^ W ' <** 

^ ■ T~: 16 

, t • , 1 1 # *.r 
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quels ap|Mrrtieâuentle* abseisses « et kii. La sécante 
passant par ces deux points, tend à se confondre & me- 
sure que àx diminue , avec 'la tanj^nte menée à la courbe 
dans le point dont l’abscisse est x. Ôr, les trois coor- 
dopnée» du premier point étant x , jr,^.z , et celles ^ 
second x+ix a^ el I^Z étant déterminé 

' par les équations précédentes, les cosinus des angles for- 
més par la sécante avec les axes des x , des et des z sont 
- exprimés respectivement par • . , ^ , 

Ax iz . 

y I r I. .... . . 

l/nx’+AyVaa* 


I^ax’+ax'Va»* ■, 
ou bien 


Ax 


As 

Ax 


' 

Mais à mesure que ax approche de devenir égale à z«m, 

■ ' A^ A Z ' dy . 4*-> 

les rapports ^ approchent des limites ^ , —, 

c'est-à-dire des coefficients différentiels'^ des fonctions 
='F(x) qui représeûWnt les orâoAuées des 
prtjèctions de là cOürbe sur les plans des xy et des xr J 
Donc , appelant a , 9 , yles angles formés parla tangente 
de la coutbe avec lës'aiéi’des x ; des jr et des e • qn a 

- . . • A dx 


cos. a 


Vî 


cos. 6 = 






• .rri . • fo'- '.i 

cos. y SS 


dx 
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lormoies ou 1 0X1 substituera pou^, ^ et leurs va- 
leurs déduètes ^ >’*>=* 

22J»^es eipressions ■précédentes d^neUt immédiate- 
l^nt les équation^ <ie la t^Jli^en^V^cilént'en gêipra^ 

, ' (i— â/f, "'s— 

les equatioùs d‘nrie d/oiJ;é'qut!lcôiiqtrè‘^aèSàilf’llar*lfe 

point dé ïa coUrïie dont' îé^’ coordonnées sont 

(îîette droitè touchcrit Iji- C(àn¥&'e , sî rdia k ^ ifâprès Cte ' 

qd^ôn d ^ tr ‘ V> _ 

c.'j i r»«s M- ■ ’ 1 ,’v M »»>•<*;»■» 

cLy cos. 7 a a 

dai' 


•cos. 6 dy cos. 7 

.' cos. a •: ■ dy*'’ 

\ .- a 


cos.ec 
■ \ • • 


Les équations de la tangente sônt dune ' 

vi;. : >», lî'ir.tni-'Vl*:'. • '• i ritfe 

♦'( ' •' * *■ « i ^ **“ î'.» J siO’f '**-ll 32 u**vf: 10 r\'> 

.*'t "* '•'* ‘ î . ' ^ ■' * ».■ ■>* »1 » j I 

,et, comme il était aisé de le pfévoir, les proiecliôns de fa 

t^i^ente sont tangentes aux projections de la cquroe. 

22îl>, (j)n en déduit égaiomenit l’équation du plan ÇCWr 

.mal, .Soit en général . 

.f 


c ^ ’ *■ ' ' ' 

■M! ..•* - 'i- ^^',ttf,[x-^x')-^g’{y-^yy-. 

\ 


Jti* ; )q 

■' ' 

l’équation d’un plan passimt par le’ point dé là^iîotit-lHj 
dont les coordonnées sont x', y'‘, i' . Ôu’voit parlé 
n° 21/» , quece plan seca perpendknliiice'à la tangente dé 
)aconrl^e,«Vona ^ ^ . 

/__L ■^^'■ 

' • ' dy . dy ■ . 
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pla» **■ ;l>* ' 

* 226. Enfin r.dé^gôjm P^ / .. 

'y^=m{x-<c’), ^ Z— a'=n(Xj-J/). 

le, éqbations d’uçe ligne, quelconque |«ssant également 
par le w^int de k courbe . doutées cpordonneea sont x 
r z>, cette ligne' sera cnmurise dans le plan.no^ . e 
Mr conséquent perpendicSdre à la couil», « ks con- 
atante* m et n satisfont h l’équation . • 1 - 

" rf/ rf/.. " . ..1 

' •’ ' 

' 227. Pour trouverVeipressiondeladifiérentienedelV 

. d'une courbe,, ^ient M et K (/%• M ) les ppiota dont le. 

coordonnées sont respectivement x,jr.^a et x+ax.y+^j. 

‘ • i+az. La longueur de k c*»rde MN sera 
Soit méfié par le point S^a tang^te a k 
• • ayafit abaissé sur cette tangente k pe^peudiculm^ N . 
/rojeions l’arç dék ipurbe MN sur le ^ ^ 

Liant 9 l’angle MNT compris entre la cordé et la t^ 

genle , on voH que cette, pr^edion T 

^ande que MN , et^ plus petite que MP +NT, c est-a- 

'dire ,p^s petite que . , , 

■ ,..■-!■>■■■■ V ûx*+a/+ az^ (nos. <f + ste* î) ' 

Donc . appelani as la projection de î’arc MN dont il s a> 

.'git, ona . ____________ 


•) 
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la q[uantité^*i étant <i-p ^ -p^etc. Or, «i.l’on auppose 

que ^x t«ndfe it derenir é^le'à *éro,-Paf<!|^de Iq taourbe 
tendra à se fcünfondre avec sa projécliollf et l’anglç t ten- 
dra à devenir nul. On peut "donc regarder lâ limite -dif* 

ù s ' ' ^ 

rapport — comme ne différant paa^e la limite du rap- 

port de l’arc delà courbe à ax; et, en dési^naiif cfette det- 

V ■ ... ... ji- 

as» , , * . • 

nière limite pnr écrire , , . . - •> , . ■ 


— aa^ — 

9 


On donnera le signe + ou le signe'— au radical , suivant 
que l’arc f augmentêili ou diminuera qnand ou fera 
croître l’abscisse X. 

228. On peitt d’aillèurs 1^^ ici uu^ remarque ana- ' 
logue à celle du n^, 189.. Les valeurs des cosinus des sûBt. 
gles a, e., y fonnés parla tangente à ja courbé avec les 
axes des X , des jr et des z ,^s*exprimeront par • • ^ 

- ' co..a = ^,v'- co,.«.= ÿ. V cJ:, = ÿ. . • • 

■.r,-- I -, > -.-y- '. 

On donnera &li diiTérentieIled!r dan» ces expressions le'< 
signe -)-'*«u le srgne — •, suivait que les angles, a, , f se- 
ront comptés à partir dg l'une oq de l’autroydes portions, 
dn la tangente, qui sont' séparées, par le point. dè coutaét, r' . 

' 229. t<orsqu’on sqpposéu comme' on l’a> fait n* 222 , 

, une courbe donnée par'ses deux projections sur les plans ■ , ’ 
des et dès'xr , on regarde cette courbe comme étan^ 
l’intersection de deux surfacés cylindriques ayant ces -< 


. . i 


: 
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projections tout bases et «iont les arêtes sont respective-^ 
ment'^&pSnaicula/rcs Vdx "plans, ^aîs ime iSàrbê^ 
p«Wj être «bnsid^rée. d’une maniée plu» gépérale»p 
cèmine/tant l’intersoctioa^e dçux surface» qaelcooquês. 
rBfuésdbtéès porles équations - l'O i,j, > .f. ». , *■• 

«4 • ■ •' ' ' ’ ' 

et^z^sont al^ors dés fonctions implicites, 

' de l’abscisse x. ïin appliquant donc les-nolions présea-' 

tées dans les n“* 44 et 45, on difl’érentijera-ces deux éqnss*' 

. * . 1 *• ' ^ 
tions , ce qui tienne , 

0 ££ 1 

dx dy dx dz dx ’ dx dy dr^ 


dz dx 

•s j*> >'»• 


'ïO 


»*’• . »:.> . 1^4 'i V*- - * *1' 

et ejo tirait jes valeurs de — , , . » • . 

».»;/ »• n »**.i •■’/. *■•••. ax. t . . • L 

. . »" • ' 

^ _dr'^ ^ df ^J_dF ^ 

. 'dy _v’dx<dt‘ dx,dhti^d%' y-^ dy'l 

dxS~': dF- df -' dj' dF^:t dx . • dj^'^ > df dFy:\d 

, ,i ' dy d». ' dy d% ^y - -,4^ jiyr-^ \ dx dy- l’s 

CeS valeurs doivent être substituées, dans les formules 
des numéros pféçcdçnts.' Oq p(iqj;rait,^r(;^i|p'eq, élimi- 
' ner^ e t i du moyen des é^üation»-proposéesy’(x, j', X)=0, 

•Â» 9 imvif r>0 

-‘®30.'’Rertiarq«ob«,d*ailléwru^ufe, d'âprèsd»»* 218V^i- 
l^wdésigneipar x'\y\' z''teléOdrdou#fitte8:dîufc point dè la ' 
ligne. pro^see , leé-éqnpjHons des denx 'plané nteftéi pai<' 
ceiptprü. tangenlidlemcnt’BUX ^etpUL sufkces .dDu(j}«s ,• 
dont cette ligne proposée' est l’intersectifiov auront 
peotivemept pour «quations . '■ < i ^ . • ■•'’r'i- ‘-j ’.d. 

ffi. . i, • 'aI/ ii< ; ) ;• » 


.‘i 
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. .xî ^ \r~^) + ^ ■= « ’^ ^*'N 

I »'^!).>>/i l- itl<^ . ^ <irnj -ÿ, 4 ’l'J*^:' 1 .; 4 ;. lui.t'llK’i^àl 

^ ^ (x— +*»*(r— y) +'^ c»-^) :çidi cmfmi 




Ainsi ^8 «^(utions ^pâi'tieqpeàt à ht tangeiite de Ja 
CDurbç et en dé{.ermineiit la direcliotf. En général, on a 
lea équations <le 4 a 4 aBgiEÙte‘en rem^çant dans les équa- 
tions dillérentielles de la courbe dx', dj , dz par x — x', 
jr—y, z—z'. f.iiii'; . 


‘Il 




PL^h fiflj'oiu dfi ^^,preridf^ pourkvre et de 
V , ,. - . . :, . $econde courburt^ / ’ 

' 331 .‘ XJés hotiôHs eapos^es dans Farticle XVI sur le 
contact des côùr^s planes , s’ttppliqlrtànt généralement 
(comme An a pu le voir dans l’article précédent) au con- 
itiet des ligne» ntdea'snrfic^'!' . __ . Il ‘ J- - ■„ 
^ Si Von considère une première ligne représentée par 

le» éqqâtions ' • ' ' i *' ‘ • ■’"• 

'• ’■ ^==AiO. ’■ ' zkT(x) •;r.. i*. ,f« 

p^.uq^ seJWnÇP.' repr-esientec par 1 ^ équations^ 

. - V .V 

lOi* 


1 ’> 
.n-rui-^’ 7 0 ji<vr> ' k T _ 
■i 


ob verca qu’en supposant qOe ces lignes se rencontrent 
au point doiit’lès coordbnnééiè’sont 2 c,y, ï.'ofci 


U point c 

• • ■■ " ■V* 7 l 'ij.v» .«n‘ • ■ 1 . I l ' -■'livv 


dx‘ 


dx 


,:pDur les ord<wnies 4 u pow( dé, la première çourbe «or- 

raependonie à VaJUsqiisee et. .- 


y+->-7— - V . ■ 5-fetc., *+—^'A4- ^ 

dx AT* *5 _ . d-S 


•-^2 
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pour ordoimées du poiid dç la.^ecpude courbe cor- ^ 
respondant à la méine abaisse. Lès difierences dè ces 


ordonnées ■ seront^ doue re^peol 

^ V, 

. , . dx t 


i <ii I 


D-(î 




dx 


dx 


et l’on aura 


do! 

■ .1 . ■< .'■> 


) 

>)*.( 


éÇ »(x) 


v-zr 

dx' 

fcT.Fix) 

«T.* ( j :) 

V dJd 

' djd 


• +eto. 


1 2 


■ '/ 


Vd'+h' 


pour l’expression dè là distante des pbints'deTtX'Ooai'bés 
dont il s’agit. Or, on ver^a par les mêmes raisonnements 
employés dons l’article XVI , gu e ^les constantes arbi- 
traires qui entrent dans les équations y = 4 >(a:) z=î 1 -{x) 
étant déterminées de insoiére à satisfaire aul^onc^ lions 
d.<i{x) d./{x) dMx) d.T[x) J T. 

dx - dx dx ^ ^ ^ „ ,, 

aura avec la première un contact du jpremiep ordre, et, 
qu’aucune autre courbe ne pouraait en approcher da- 
rantage, à moins d’èlre ksspjettie aux mêmes conditions. 
On TUrà également que sf l’on satisfait de plus aux éqtià- 


' tiens 


également que 

if.v{x) d‘J^x) • d‘.4>'x^ (f.F(x) 


plus aux éqüà 
, lesdeux courbes 


d.x' ~~ dj^. ’ dx" • <ir* 

‘ ancont upcontact.du'iecond ordre,' et qu’aucune autre 
courbe né pourrait approcher davantage delà première 
.à moins d’ébre assujettie aux inéqieû conditions.' Et ainsi 
de suite. ' . ‘ , * 

232. Le contact ''d'unè courbe quelcon(^e avèc un 
n neut être considéré de la même maniéré. Les équa-. 

le la couriie proposée étant tqujoui*s , • 

•fjr ^ . w 

' ■■■ *e»P(x)'' •’ 
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soit CD général . 




e — *'=îr» (x — n •■■ 

l’équation d’un plan quelconque passant par le point de 
la courbe dont les coordonnées sont x'y z'. Si l’abscisse 
jc' devient x'+A, on aura pour le point correspondant 
de la courbe ^ 

, dy^ æy h''' dd ^ æd h* " 

et pour le point du plan qui répond aux abscisses x+h et 

■ , , 1 - i]--' - ‘ ■ ; ' ' 

Prenant maintenant la difiérence des valeurs de z qui 
appartiennent an plan et' à là courbe, on trouve pour 
l’expression de la.difiérepce • . • 

/d'd dy\ . (d‘d æyxh' 

4 . * * 

■ ” Si l’ôn veut donc 'en premier lieu que le plan soit tan- 
guent à la courbe , il faudra que les constantes m, n satis^ 
fassent à l’équation . •• , * 

' ' dd dÿ 

- • ' djd ^ dy~^.' w . .. 

v'et il est facile de reconnaître que cette équation exprimé 
que le plan doit passer par la tangente à la courbe^ en , 
se rappelant ' ce qui à été dit n*’ 21 3, et aÿant égard» ^ 
aux équations de la bbgénte données u^224- ' 

Cette équation ne sulBt pas pour déterminer m et n/èt 


4 


eSectirement'il existe une infinité de pkeM psWRnt «per 
la tangente qui tous touchent la oouih«> Mais si l'on pose 
encore réquation - , . . 

•v-i' . ■■ ;• i-vfv.i 

F t • • . '.» i ’.rt J >. 

on établira entre la courbe et le plan le cQnta^ le pUls 

intime qu’il soit possible,- aucuu autre pian ne pouvant 
passer entrecellii~çi etla£0urbe,..’On th-e d&cette 
équation , réunie a la précédente , ^ 

w.-\ ^ î;^ 

TO_- ' 

- • W'.n M ' i '.ï- 

• ' i - , < " * 

ce qui donne pour l’équation du plan nommé plan ot- 
tâtUuet»', paree qu’il a uin côniacC du second ordvoatvéic 

la oourho,*' v^>■, v'" * i • i 


d'if 

dx" 

dlr" 

.«> r ' 


dr’* 


. ■ _t aÎ ■ rr- *r- >- ■ 

233. Dans ce cfui précède x est prise pour lift variable 
jndép?ndAute,j^ et ^.sçwt regfi^ç^ <^;gpgie’{^qs.(qqcljpns 

jde^x. Si IJoù veulTega^def ^^j(:,,^,^ooinu»e4v?f99^^ 

d'une autre variable indépendante <ji;i,el<;0^qp9 .jpq obi- 
tiendraitl’équation du plan osctfîa leur qui convient à ce 

cas en remplaçant et par les expres- 

<^nnéés,n° 71>pp,ùr 1^ ch«ngwppt,<^ Iq^ariable in,,- . 
dépend4q4«- Maj^ çui.y paryifindrA p^8,.»inij4ein.enten 
;tet>^rquant .que l’-éqqat,;^ grâérajjç d’un ^plan paâsapt 
par le point dqkAl)l«be j^our won^o^W^V . Jt'a P' 


'-w.*35 — , . , ^ ' : ■ 

etdWM four 8es4^i9,éqitatioQS dificrentiellcs <tuj>re> ’ 

' iM«r..0t^.4jy|:«pq^dj:kciir«C m ûdémt égfücmenflKîcC' 

JCfJ^etZ, , _ji, ’ J Vr. »},, V» 

A<ir +B<^ +ds =0 f ‘ 

• Ad*x+B<fyH^zâ30. 

0«, le «pI^D sera le plan osculateucdemaacléei ceadçnx 
équaUoD^ ' difiérentieUes .eoDt'Satisfaitea^ par ies/eidemv . 
dx', dy, et , d'.z^ a^yàTieiaa^^ à la-qiMirliei! 

Détenoinapt donc le» oonstantes A et B 'par ksAeas' ' 
équations..» • r - * .» ■ m. ■». .• f»* », .-i 

V». » -iv ^ Ad^yB4^r'+dz'=0 V .. y.. . 

.J. ... ..n,n 

et substituant leurs valeurs dans l’équation géilérale pré- 
qéç^.epte,, il viendra ^ .. >• i>t ;•; 

(dy.æi’r-d7!d:y){a>^^)f\d^æjif^djfæz')\y-^)+ ■" 
r «ir'dy ( a-W.)=*0 

• '■V- 

1 , 1 , 

'Si l’dû prenftit «pour la Variafelé indépe'ndantè ', ôn 
day^ait ^pj^peçr. dans ^équation, ^x'^Q,;,oix te^ 
tfpuverai^aiasi, CçH^jqpi ditoupç dans le nuBjerq 

prée^enJi. j. ^ -lir-, ^ i/i) *.'♦ ^.lOb 

• 834 -^Coi^idct(NM.n)aiutepajEd 4a conAàet dp 1& oonribc.' 
isjdouble.cQui^re, propo^ #v«c uue^nrfitée aphériifa*» 

rtl'i'i't r.vi'‘‘ve- 


dont l’é<|fuatk>n; généEaie est 


>-» t j;\ 'V 


.-.VS a:-,. , f'v 

a i* 6^ y àéMgpant les cdordonnMà du centré; et p îjS 
rayon.' Si tette surface passe par lé pointue ïa courbe^ 
• dont X ^5^ /z représentent les cooraqünees, on apra^ ^1 
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De plus si elle touche la courbe l’équation diliérentielle 

du ^j^ier ordre déduit de celle-ci en faisant varier 

seulement x', r', z'. qui çst i < > ■ - ? 

..r ' 

(ot— x') — j^)<£z'aO, 

denrh être satisfaite par les yaleurs de dx', dy, dz' ap^'' 
parteaant aux points de la courbe. Ainsi toute surface 
sphérique xlétenninée de manière que*, 6, y et j> satis^' 
> fiassent à ceS deux équations touchera la courbe pro|So«' 
sée. On voit d'ailleurs par le p* S25 que la seconde de' 
ces équations indique que le t'entre de la surface sphé- 
rique doit se trouver sur le" plan normal à la courbé 

propose. • i .V t • 

335. (§i la surface sphérique a un contact du iecond' 
ordre avec via courbe proposée, il faudra que l’équation 
différentielle du second ordre déduite de la' précédente , 

-c . ’ ^ ^ - * 

soit encore satisfaite par les yaïeursdesdiflérêntiélies de 
.. tirées des équations de la courbe.' Supposant 

donc ces différentielles déterminées de celte manière 
tonte Surface^ sphérique pour laquelle t</ 6,' */et'p satis- 
^ finqut aux équation» pr^édente» aura un eootact.du. 

■ second ordre avec la courbe proposée.' 11' ést évident , 
d’ailleurs , que la dernière équation qui vient d’étre oh- 
. terme étant déduite par la diuérentiatioD de l’équaticm 
. dûpla^nonûal à la cdiirl^ et passant par le point dont 
les coordonnées sont ÿ', z', cette inéme équ^tîcm aç- 
. i^rtienf au plah nonUal à là courbe payant par le point 
dont les coordonnées sont •^dx'',y' -\*dy, z'-+-dz'. 
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On en conclut que le centre de la irphère osculatrice doit 
être situé sur' la ligne droite , qui est l’intersection des 
^ux plans normaux appartenant à deux points de la 
courbe, dont la diëtance est supposée plus petite que ' 
toute grandeur donnée. i . , - ' 

236. Si , par le centre d’une sphèrostangente à une 
courbe proposée au point m-, et par la tangente menée 
à la courbe, au même point, on fait passer un plan, ce 
plan coupera évidemment la sphère suivant un 
grand cerçle qui sera également tangent Ji, la courbe. 
'Ainsi une courbe quelconque a une infinité de cercles 
tangents dont les centres sont tous placés , sur le plan 
normal , •i'çette courbe. 

Parmi toutes les sphères tangentes à la courbe propo- 
sée , nous distinguons les sphères osculatrices , dont les 
centres sont placés sur l’intersection commune de deux 
plans normaux consécutifs $ mais , de plus , parmi les 
sphères osculatrices, nous distinguerons celle de ces 
sphères dont le rayon est le plus petit de tous , et dont 
le centre est situé dans le plan oscülateur mené au point 
m de la courbe propçsée. Le grand cercle suivant lequel 
cette sphère est coupée par le plan osculaleur est non- 
seulement tangent à la courbe proposée dans le’pointm, 
mais de plus il a en ce point un contact du second 'or- 
dre avec cette courbe, puisqu’il est l’intersection com- 
mune de deux surfaces qui ont elles-mêitaes avec la 
courbe un contact du second ordre. Par conséquent ce 
cercle est le cçi'cle oscillateur de la Courbe proposée, et il 
en mesure la courbure. On obtiendra éviderimept le 
cercle osculateur dont il s’agit si aux conditions établies 
ci-dessus pour la détermination des quantités r, ^ > y, * > ‘ 
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<m aj<mté cdile <fue‘fé<jualw^ «hià» Sîfâ' isolt sàfl^lte 
qliasod^ètt sùp^ear'±it«( x~^> ^=7- Ainsi? lèÿcoftï^- 
AoUnëes da cratre et le rayon du ceiyi«- ôse(ll»teij^s^- 
‘M^t^onnésparks'qnptfe'équatiom' ; •u-«, 

v; J :5,. . 

■- •■’'' ,v . 

ri ,. «: . •. ïf.-^a>>+Y<6-^)+Z(7-,)-0. ' 

' ■ ^fèu's supprimons les accenfà'pour pli» de simplicité-, 

. nous rerapfe^rons’</x sa Taleiir ’et 
nous \posons Jiour abréger *' -. ■■•• ' . 

\=dyte7r~dzdy, Y =dzcTx--dxd’:f, Z^^d^tty^^^x. 

^ en déduit pari’éliBiiiiatitm - -, i -'n-.', -a -."t 

î*-fY‘+2* ■ ’ - 

'■■• ■';'•■! ■'''" ''^'_^"--^dfiZd:t-\az)' • ^ 

'\ '^d$\\dyi^Yd^' -- . 

"'ll^y'^'dz-Zdj^*^{Zdx^ I"' 


' — il;>0 


» »<»■ 1 1 


x’+i’-f-z*''! 

* * ^ ^ i 




-, , . . ,.. ., . •••. . •)' 

•< , .Remarquons mainteuant. que * ^ , i . > ‘ . ;|ÿ. ., 

•^d 9 —!'Zd(y^(d'S/dx~dxd‘z)dtTr~{dxiffy-^^^x)djy ■ ■ ' 
v,v V, r-^^(dx'yify'-^d)(p,x~'dx{dxdx^dydy-^dui!i^ 

■' ■'t ^ds^iPx — dxdt ct‘s=:ds'.d(^^^-, ' • 

0e,niéme , , , . 

ifi.. -r-*i ' 1 • ,> t > '■ ■••■< ;’■• 

Ul .-n-- Vont*. 

•' i'*' r fc:.{» Ur '<"'0 • 

X4'-Ydx=ddd'^^dzdsd's=ds3.d(^y, 


.n 
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et par eooaéqaeat ' - 
(ïdz—ZdyY+[Zdx — X<fz)*+(Xrfy — YdxYz=ds* [(<i*x)’+ . 

De pluson.trouveég| 2 ilement‘ " - ' v 

■' X‘+Y*+Z*=^fc*[Vx)*+{^0^)M-(^i'8)*-(rf'^r] '■ ■' 

iinsi, Ica.ejcpressions prétiédentes peurept s’écrira j. 


.! t-V,. 


a — X— 




"D 


* «»•*.; .. . . •« ' . • .« * a 'f / yt ’* » 

.. . c , \>u ■' J 


(<fx)’-Kd:r)’+(«^’z)— (^»)*' 


*• 




n 


y {d xf^id^yf^[d‘ z/— 

• ' • * • 

Ces expressions TCotivi^droDt au cas particulier où l’on 

prendrait l’arc jpour la variable indépendante, c’est-;à- 
dire ds pour diflérentiellc constanlë, en faisant d^s = 0, èt 

par conséquent remplaçant > -4^ P®* 

tCx'tP^d'z . ^ ' •• ■•'i: 

d*’ cW* ds • ■< y - 

237- On peut d’ailleürs parvenir directement à ees 
expressions çn étendant à une courbe' quelconqne 1 m 
notions qiù Ont été présentées dans le nM 83, pour le 
cas d'une courbe tracée dans un plan. Gonsidéi‘ant troiii *' 
points consécutifs dekoeuibe, say<ùr, lepoint/(/^. Wk), 

. -v v, . i 
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projectioBs tout bases et dont les arêtes sont respective-^ 
méiti ^érp?nai'culafres .atix deux plans. IVIais une cSà^è 
petMtj étw «bnsidêrée ' 4’une puinière plu# généraiei^ 
caiBiiM^' Alantd’iateESoctiqa^^ deux surface# qaelco'nipiês. 
rBjtfésentpe# p«r:les équations l'C. ii, -v - 
«i 

ijin uh . nu - si 

I^S:ordp^n|^s^,etji:^sont alors dés fonctions implicites, 
de l’abscissc x. ïln appliquant donc les-nolious présea-' 
tées dans les n®‘ 44 et 45, on diflércntisxa-ees deux éqn»* 
lions , ce qui donne , / 

irr^’ ^ 0 

dx dy {Le dz dæ ' dy dx^' dz dx 


h<- 1 
et en 

i.> lfsJii»*4V‘» 
tirant les valeurs de 

l.igi 

W ■■ \Uit-.t- 

yff'l 

t 

4^ * 

' .^dfdF 

dP'df 

,fdy 


'■ dxidz)' 

dXy 

. ■ dF df 

■ dfdP’* 


dx' di’- 


i. •*! )fi 

L 'i-.. 


ni ) 




df £f' 


' dy d»’- > djr d%.. ...v.l \y--,4^ dgr-ii dx dy. K 

CeS valeurs doivent être substituées, dans lés formules 
des nunxérqs pffiçcdents.’ Oïl pqqrr.\it,/enspi,^^'eq, élimi- 
' nér^ etx'âu moyen des équations-proposéesyi^x, .*)*0, 

K4r,y»-J>).''W^0; v.-rjtf, - As /■. f) S -i (. ■.•< y, rr\. j nO 

*430. ‘Rerfiarquoés d’âill«Hréqué, d’aj^sl»»* 248v#i' 
îîf de» «ôordonttites’dîuÉ point jdè ki > 
ligné. prO]^see I leê-équ(t.tionsdffl deàx plané ^ettéi pail' 
tangentidHemcnt'BUX deiptx^ surfaces .dour^Mts,' 
doo( c«ite ligne proposéc<est rintersectiÔQt^tnurwtrr^ 
peotiv^netf(>t;pour «quatinos ^ < 

V;-;' » ‘V • 


• ' >•,. I 

■Jj ii< ■. r. a 


i- 


...r 
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/ t.j •; ,\*j V. 4 V ..*. ;• -U.. Ml : ..; 

y P jp jp 

(x— 4-"j^‘(y— y) 4-'^(»~«')=«^rtr!;:;7.! 




^port 


Ainsi ^uaiioBs 3^^ortieivp£Qt à là taio^èiitâ dç Ja 
courbç et en déterminent la direetiotf. En général, on a 
lea é(}uu lions do-la4aageute en reiu^çant dans les é<{i|f- 
tions diilérentielles de la courbe clx', dj' , dz par 'x — x', 

jr-y. ■*—•*'• . 0- . 

‘it ■■•i. ; • ♦ 

Plan i»cuUttçitr^ Hayoïu dfi ^la.premii:^ courbure et de (0 
■< 4- :. v;.i ^.1 fronde courbure. / 

'BSt- Xiés hotibÜs «posées dans Fartide XVI sur le 
contact des côùrlÆs planes , s’appliquent généralement 
(cbmmè'dn a pu lé voir dans l’article précédent) au con- 
(ict <ies ligne» nt des'snrfac^ü . " V- ' ' 

Sr l’on considère une première li^e repC^entéé par 

1^ équations ' • ‘ ’ ' ‘ *' 

" • ■ ' ' • ' yszjf\x), \ ' es^P(X)y'--'; 

(Wt». uqç atjjqnçç. M^ne repr^ntec^ par equa^tious^ 

•O T I4v .* 7lJ J t . . ^ r ^ ^ 

ob veri^a qu en supposant qde ces ligdes se rencontrent 
au poirit dont'lès coordonnées sont x'y, 'i, Qti auW'^/t* 


dx‘ 2 


</X 


.pour les ordopnies du poin( de la première çourbe «or- 
raspondante àl’aJbedAse et .1 j 

'd.®(x) f • ..jdAlx)," pP.<»<x) V *. < 


■ — »3a — 

pour Iqi ordonnées^ du pôiid de la.ÿecpude courbe cor- 
respondant à la méine abaisse. Lcs diflTérencea de ces 
ordonnées' seroat^dôac re^peot^æ^nt , ' 


h) <T » (j:) 


dx 


dx 

lî'. f ,> 

et Ton aura 


-'i , .îi#. ’ 


V dx' 

dx' 

/<f.F(x) 

d’v* (x) 

V dt' 

dx* 


+eta. 


) r+"“ ■ 


T ■ l/^+IV 

pour l’expression de la distancie des pbints'detix'coai'bés 
dont il s’agit. Or, on ver/a par les ménses raisonnements 
employés dans l’article XVI, gue ^les constantes arbi- 
traires qui entrent , dans les équations y =<i)(a:) 
étant déterminées de içanière à satisfaire auX/:onc|itions 

d.ï(x) d-f{x) dMx) dJP{ x) ^3 T.' 

= la- seconde courbe 

aura avec la première un contact du jpremier ordre, et, 
({u’aucune {(utre cpurbe ne poursait en approcher’ da- 
vantage, à moins d’étre assujettie aux mêmes conditicms. 
On vérrâ également que sf l’on satisfait de plus aux éqfua- 


tions 


également q 

rf* .^(jrl d*j/7x) * tt.^'x) 


satisfait de plus aux éqtia- 
lesdeux courbes 


dx' </x^ ’ dx’ ■ djd 
‘ «nront un contact. 4u'lecond prdre,' et qu’aucune autre 
courbe né pourrait approcher davantage delà première 
>k moins d’étre assujettie aux inétues conditions. Et i^insi 
de suite. ' , ’ , . ' ,, 

' 232. Le contact '^d'unte courbe quelconque avèc an 

plan peut être considéré de la même maniée. Les équa- 
tions de la courbe proposée étant tqujoui*s / 

. ■ 'Éf ' ^ 
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'=tm (jr— y) 


•î'f. '#‘i 




l’équation d’un plan quelconque passant par le point de 
la courbe dont les coordonnées sont x'y z'. Si l’abscisse 
x' devient x'+h, on aura pour le point correspondant 
de la courbe . 

J A* , . d'zf A* 




et pour le point du plan qui répond aux abscisses x+h et 

• >. ■ ' ■' ^ "V 

Prenant maintenant la difiérence des valeurs de z qui 

appartiennent au plan et à la courbe , on trouve pour 
l’expression de la.difiérence 

^ 'dy\. fd‘z' rfy\A- 

Si l’ôn veut donc 'en premier lieu que le plan soit tan- 
gént h la courbe , il faudra que les constantes m , n sati^ 
fassent à l’équation . » • 

• '■ dx' dx'~^' - * '- .tr 

et il est facile de reconnaître que cette équation exprimé 
que le plan doit passer par la tangente à la courbe, en' 
se rappelant ce qui a été dit n* 213, et a^ant égard^ 
aux équations de la tangente données n® 224. 

Cette équation ne sul&l pas pour déterminer m et ét 




?^4 — 

eQectivement'il Miâte une infinité de pl»us ipur 

la tangente qui tous touchent In eouihe- Mais si l’on pose * 
encore l’équation 

■.I, •.'■■i’ 4 




;'»f *‘*i i: r* » a 

'/.l 


f ( ■ • • , . ,-j' ' •> .»'i ’,rt j 'TL >' •! J k 

on établira entre la courbe et le plan le cQntact,lç plus 
intime 'qu’il soit possible,- aucun autre plan ne pouvant 
passer ^trecelAî^ci etla courbe..'On tire Recette seoqnde 
équation , réunie a la précédente , 


' ■ dz' d^''r dy^d^' 


«« - W.*!-* » Tci; 

ce qui donne pour l’équation du plan nommé j>lan os- 
cvdatevr, parce qu’il a ism contact du second ordroaivac 
laoQurbe,’*' '•* *'* ’ v" - i 


dx'* 

doT 

.» 


dr’*^ 


. 'i? ■ * • V *. fî' >- ■ 0* 

233. Dans ce qui précède x est prise pour b» variable 
jndépefldnnte,j^ e± ?,sçwt regfix^éç^ 
jde^x. Si l’on veut'regajrdpf 

d’une autre variable indépendante cj.y,elf;9^qpé .jpq 
tiendraitl’équation du plan oscillateur qui convient à ce 

c, p,r le, 

(^nées.n” 74.pp.ur Ip d^ngepa^t ^ l^',vari,^le ug^,\ 
<^pÇ0dgnte. MjU|s’,94j par^jendr^ plu»,. simplement en 
:l-.ein^rquaoi ,que ^’«qqati| 9 n |^érajbç d’un vplun payant 
par le point dqja «jpxbe iiyantf^ur ç^njofluép^ if' . 
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ÿoar 8es4€^.ét{uaÜ0itf difiàraitiellcsdupre4 
m faièaat égakmen^pri 

X, jr eX. Z , , ' ■ ' 


iec> 


f.. 


Kda: +Btfy’ +dz =0 


v> 


Ad’x+Kefy'-Ûi‘z±zO: ' ~ ' 

Ot, le .pI^A sera le plan ôsculaletir demandé ei ces . denx 
équtiUone>diiIérentieUes.eoDt satisfaites^par . 

dx\ dy, et d'x, d'y', dV appartenant à la^qonrbe^ 
Déteminaot donc les- «oestantcs A et fi 'pnr- ksdetm^ ' 
équations T . • r • c.*» 

. •». , .. ... ^ Adx[,rfB4^'+ds'=0 .. . 

et substituant leurs valeurs dans l'équation ^éùéralepré- 
qé, 4énte., il vii^dra ^ ^ ,. >• ,>î . 

(djf^a'—ddæy) {j>^x^)+'{d^did—djfifz'Ÿ(y~^y)+/'^ 
r'tv^dx'dy-^tfy^d'jd) (i-^>)=x0 - '<f' 

• • M’. 

â . I I 

-Si 1’^ prenait a: pour Ta Variable indépéndantè on 
dirait ^pj^p6<?r dans, ^ç.^tc ^équation, ^y—0,;,qo i:e> 
tfouvecaiV^i^^i f dtonéç dans le uunaérq . 

prei^en^. t',”' ■ «f. - J;;;, ^af-b ' 

. . 834 . , Gn^idétcms, maintenant le. cônUet dq la oooriie.' 
ihidQidde.CQuy^re propo^ .ÿvee unnéarfiiée spkériipi»' 
doDntTétfuationigéoéEale estK.,>> . i.l i » T viv,»,». 

.v, s 3 b • 

•■. './Y ■•(ff.'« <3*i;>î. . 

a, 6, 7 désignant les coordonnées du centre, et a Jq 
rayon, oï fcétte surlace passe par le point de la courbe; 

■ * ;( *. , . t. , i_ r -, TïiMu") - , 

• dont X .V ,'z représentent les cooraotnees , on aura f 

V;ko r.i ' . 
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De plus si elle touche la courbe l’équation différentielle 
du ^H^ier ordre déduit de celle-ci eh faisant varier 
seulement x', z', qui çst \ * ‘ ' 

(a— x') rf:p'4-(6— ;[/)rfz'3»0 , 

de v ra être saiiafaite par les yaleurs de da/, dj’ , dz' ap^'’ 
parteàaht aux points de la courbe. Ainsi toute surface 
sphérique détenninée de manière que « , 6 , y et p satis^^ 
' fassent à ceS deisx équations touchera la courbe propo*' 
sée. On voit d'ailleurs par le U* ,225 que la seconde de' 
ces équations indique que le b'entre de la surface sphé- 
rique doit se trouver sur le' plan normal à la courbé 
prqposéeu . • > • f • 

235. ^i la surface sphérique a un contact du iecohd’ 
ordre avec- la courbe proposée, il faudra queTéquaticoi 
différentielle du second ordre déduite de la' précédente , 

soit .encore satisfaite par les yaïeurs des différentielles de 
, tirées des équations de la courbé! Supposant' 

donc ces diHerentielles déterminées de celte manière , 
toute Surface, sphérique pour laquelle te / 6 */et ' p sàtis- 
ionqut aux équation» précédente» aura un noatact.du- 
•second ordro avec la courbé proposée.’ Il' ést -évidàat *’ 
d’ailleurs , que la dernière équation qui vient d’étre ob- 
. tenue étant déduite par la diuérentiatiou de l’équation 
- duplah.norn(al à la courbé , et passant par le point dont 
les coordonnées sont x', •y', z',cettemémeéquaf!oa^ap- 
partient au plan normal a la courbe passant par le point 
dont les coordohnéés sont x' + dx^',y -{^dy, z'yJz'. 
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On en conclut que le centre de la sphère osculatrice doit 
être situé sur» la ligne droite , qui est l’intersection des 
<^ux plans normaux appartenant, à deux points de la 
courbe, dont la distance est supposée plus petite que 
toute grandeur donnée. ,• .• 

I 236. Si , par le centre d’une sphère.tangente à une 
courbe proposée au point m , et par la tangente menée 
à la courbe, au même poin^t , on fait passer un plan, ce 
plan coupera évidemment la sphère suivant un 
grand cerçle qui sera également tangent II, la courbe. 
‘Ainsi une courbe quelconque a une inGnité de cercles 
tangents dont les centres sont tous placés , sur k plan 
ôormal , -à cette courbe. ^ 

Parmi toutes les sphères tangentes à la courbe propo- 
sée , nous distinguons les sphères osculatrices , dont les 
centres sont placés sur l’intersection commune de deux 
plans normaux consécutifs 5 mais , de plus , parmi les 
sphères osculatrices, nous distinguerons celle de ces 
sphères dont le rayon est le plus petit de tous , et dont 
le centre est situé dans le plan oscülateur mené au point 
m de la courbe proi^sée. Le grand cercle suivant lequel 
cette sphère est coupée par le phm osculateur est non- 
seulement tangent à la courbe proposée dans le-pointm, 
mais de plus il a en ce point un contact du second "or- 
dre avec cette courbe , puisqu’il est l’intersection com- 
mune de deux surfaces qui ont elles-niéitaes avec la 
courbe un contact du second ordre. Par conséquent ce 
cercle estle cercle oscillateur de la courbe proposée , et il, 

en mesure la courbure. On obtiendra évidemment le 

« 

cercle osculateur dont ils’atgit si aux conditions établies 
ci-dessus pour la détermination des quantités « , * , 7, f , 


P ^ Gii jgle 


• ' a38 ^ 

'«^ ajoute «elle <jàe 283 ' soit safiSlîifte 

quwd' on süppbâe a: it»a , y Ainii^ les coot- 
M^tninées 4o cmttf et le rayon -du cerdo Oscülateià^s*'- 
,_!«Bt>aonné8parle«quptre’équatiôriS' ■:. •tr-*, 

Ca-Ax)*+(e-j^)»+(7^‘=) w' ^ 


xwr+Z' 

']■ ■ -Mx'iZda^-XdzY 


•’l# •- -3 

t . r*" ‘ 


^ ' ■*■ v;. • . 

** ' '' ' ^ ^)-t-Z ( 7 — *J;iïO. ■ *. •• • ^ '3'- 

î?6us supprimons les accents pour plus de simplicité; 

- ûousrémph^roOs’<fe’+<^’-t-^^^^^ ^4 'et 

nous \posons •J)our abréger ■' '- ’’ ' ' • " 

X^dytfx.—dzdy, Y=dzd‘j;—dxd‘z, Z:^dj:d‘y^e^^jç. 
On en' déduit- parl'élifianiaticm ' :/i •!."> 

*• *• .-V;’»-.- ••..■•' ifi*(Ydii-3fV) ■■''■■■'' 

■'•- S --5 -J< 

vTj -, .l!-.-> X*h- 5^+Z^'-''-' • ■• - ■• >• ' •»=> 

*‘'f ■ ■ ■■ ds'ÇXdy^Yd^ •*;• • ’ /■ 

di \/ (Tfi/z— 2 ^)V(Zd!r-T-Xri!;]''+(k£ÿ *" 

P”-'. ; ■■' , ■• 

• "■ ‘T- ' . / I 

Remarquons maintint que ^ . . fÿ.., 

.Yda^Zdy=^{d7i!iiPx~dxd‘z)dz'r~{dxiPy — ^r<f3e)dy • ' 

V- f'-^kdx\-\rdy'-^d]<£x^d~i:{djEirx^dydy-yd»d^ 

■■''<: =ds^4px~dxdt æ’s=di:d( —Y' • 

•-’•••■• V^y, ..H' .. .. . .n 
9e même . . . . ‘ 

âjs.s.u 'r.J-.r». . -\x,\y ’ .V -r v ;v. 

.1. -;r ,■ 

,* ,v / J f .ni jT.n^i h'.ifi Ur MJ.IO i 

X^— Y<ir===di*iiV-dzrf«rf*j=di3.rf/ JV 
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et par conséquent ; i ' *• ' 

h' \ . 

(Y Jz-Z^/^)’+(ZJx— X</z)*+(Xrfy— Yi£r)*==tiî« [(<Ta:)*+ 

De plus on trouve également* " ■ • -.?■ 

■'■ X‘+Y*+Z'=V4Vx)*+(^iVK(rf’a)*-(rf’5)*]- '■ '.'1 

~ ’ 'ti - ■ ' , ’ ’ , • ■ * i . £ ' ' ‘ 

Ainsi r les expressions précédentes peurent s’écrire 


\t <.v». f r 

V '* r ■ ■ 

.. ' « 


dsKd(^ 


dæ\ 

'd's) 


: J: 


{d‘x)’-iidyy+{d‘z)‘—{æsr ■ ■ •'■ 

-. ••‘■‘V*' '• \ds/ • ' • 

, '• • T^~{d‘x)'+(^y'Ÿ^l.d’.zy—{tr*y- ; • •■ 

• il-,*. .. .. . . 

■ -• ’ ; I . j_ , ■ 'y a . '\dii ^ ^ < , ‘ , -v ■'% t,i _• .. 

.. .. — 1*^*1* ' i 

.V -vit \ f **. ,r .. ' . < ■■ » ■•■.;' •■ I -y 

g* 

Ces expressions Toüvi^dront au cas particulier où l’on 
prendrait l’arc 5 pour la variable indépendante, c’est-à- 
dirë </5pour diflérentielle constante, en faisant <3rj = 0',èt 

par conséquent remplaçant (^'1 •• P** 

æ^'d^d-z- . ■-*'■ " t . 

ds'~^'*’ds' . ' ■/ ■/ '.fvri . 

237. On peut d’ailleürs parvé&ir dîrêctement à ces 
expressions çn étendant à une courbe' quelconque 
notions qui Ont été 'présentées .dans le n^ 185^, pour te 
cas d'une courbe tracé.e dans un plan. Considérant trois 
points consécutifs delà courbe, savoir, hl point / &2 ), 
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dont les coordomiées sont x , jr, z-, le point m, dontjes. 
coordonnées sont x^x, z-\-dz ; et le point n, 

dont les coordonnées sont x->rîdx-\-^x , y-\-’îdx-\-dy , 
z+^dz+d'z. Dans l’intervalle /m, rept-ésenté par ds , 
la courbe est regardée coïncidant avec la tangente lüenéd 
an point/, et dans l’intervalle mn, représeo^é par 
dt-^d‘s, la courbe est regardée comm^ coïncidant avec 
la tangente rnence au point m. Le plats qui contientdes 
deux tangentes Im, mn, est le plan osculalWr mené à la 
courbe au point/. Si l’on prolonge /m d’un intervalle 
.me = //>», .et si l’on décrit du point m cbhime centre 
l’arc infininient petit ce, l’intervalle en représen- 
tera d‘s. Dé’ plus on pourra regarder ce comiile une li- 
gne droite,- pi suppposer droits les angles que cette 
ligne foi^e avec nie et mn, puisqu’ils nè différent d’un 
angle droit.que d’upe quanlité^ÿifioinieut petite. Enfin 

le rapport-^ donne la valeur de l’aûgle d« contingence, 
( ( voyez n” 182), en s«)fl«'quê'‘ ' t 


ce 

cm 


di 

-PT—, 

P- 


rff* 

ou* p= , 

▼ ce 

< 


\ •’ 


P désignant toujours le ray^ dé courbufe. Cela posé, 
si l’on remarque que le^ coordonnées du point c sont 
X“^rüdf:,jr-^~' 2 dy, z+üdz\ on voit que les projections de 
en sur leS axes des x, des y et des z sont d‘x, d'y, cTz. 
Donc , . 

,5, c n SX \fi'x)'Mdjr)'-\- {dz)', 

' * • I ■ .* 

ni conséquent - v 1 v . . 

ce =.•• k<SÉa:)’.H<Or)*+ {dzf~(d's)'i , 

d’où résulte . 


- 1. 


ds' 


k(d’j:)*+(d»*+(Érs)*— (dt)' 


y-, I - .h •■’v 


' V . J»' 


•i 
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Pour déterminer maintenant la direction du rayon de 

courbure , qui est parallèle à ce, on remarquera que les 

cosiuus des angles formés par Im avec les axes sont res- 

dx dy dz , . , , 

pectivement et que les cosinus des augles 

dx J ( dx\ dy 

formés par mn avec les axes sont -^4- a l 

Mais si, dans le triangle mce , 

me et me étaient égaux à l’unité, les projections de ces 
lignes sur chaque axe seraient égales aux cosinus des 
angles qu’elles forment avec l’axe. Les projections de 
ce seraient donc égales aux différences de ces cosinus ; 
d’où il résulte qu’en multipliant ces différences par cm, 
ou ds , on aura les projections de ce. Ainsi représentant' 
comme ci-dessus par 1 , f* , », les angles formés par 
le rayon de courbure avec les axes des x, des y et 
des Z , on a 

ce.cos.\=ds.d(^^^, ce.cos.\i=ds.d(^^, ce,cos.\=^ds.d(^^-, 
ds' 

ou puisque ce = — , 

P 

238. On conclut d’ailleurs de ces équations 




dzy 

aüJ ’ 


expression remarquable de l’angle de contingence dans 
une courbe à double courbure. 

i6 


A 
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On voit également que l’expression du rayon de 
courbure p peut être présentée sous la forme 

’ ds 

ce que l’on conclurait également des transforma- 
tions qui ont été données au commencement do 
numéro 236. • . 

Remarquons de plus que si nous représentons comme 
dans le n” 223 par a, 6 , y les angles formés par la tan- 
gente menée à la courbe au point dont les coordon- 
nées sont x,j-, Z; si nous appelons u l’angle de contin- 
gence , et enGn si nous avons égard aux expressions de 
cos. a, cos. 6, cos. y, données n*228, l’expression précé- 
dente se transformera en 

wr=|/(<f.COS.a)''Hd.C08.6)’4'{rf.C0S.y)’. 

Cette formule peut d’ailleurs être obtenue directement 
en remarquant que 

cos . w =cos . s (cos . a4^. cos. a)+ços . S(cos . S-h 2. cos . ë)+fx>s .'/{cos.y 
+^f.cos.y), 

et que l’on a généralement cos. «sscos.’^m — sin.’^w, 
d’où 1— cos.w = 2 sin.* u. Dcmc. 

(2sin.fM)*=2 — 2cos.a(cos.oe+rf.cos.a) — 2cos.6(cos.6+<f.cos.€) 
— 2cos.y(cos.y-H/.cos.y). 

Or on peut mettre à la place du nombre 2 la quantité 

cos .‘arKOS . *e+c«>s .*y+(cos . ct+d. COS. a)’>f{cos . cos . 6)*+(cos.y 

-Hf-cos.y)* ; 
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réduisant ensuite , et remarquant que l’angle m étant 
supposé inâniment petit(2sin. fw)’=w*, on retrouve 
la formule précédente. Cette formule exprime géné- 
ralement l’angle infiniment petit compris entre les 
deux positions infiniment voisines d’une ligne dont les 
angles avec les axes sont exprimés par a , 6 , y. 

239. Les résultats précédents se rapportent à la 
première courbure de la courbe proposée , qui a lieu 
dans le sens du plan osculateur. Remarquons, main- 
tenant, que deux plans osculateurs consécutifs com- 
prennent entre eux un angle infiniment petit , qui 
donne la mesure de la seconde courbure de cette courbe. 
Soit n cet angle, et rappelons-nous que l’équation du 
plan oscuLiteur, telle qu’elle est écrite dans le n” 236 , 
étant 

X(a — X )-j- Y (6-— (y — s) =0 , 

les cosinus des angles formés par la normale à ce plan 
avec les axes des x, des^ et des a sont représentés. res- 
pectivement, d’aprèsle n° 216, par 

X Y Z • 

I/X’+Y*+Z*’ KX’+Y'+Z’ ’ 

L’angle a de deux plans osculateurs consécutifs étant 
égal à l’angle des deux normales à ces plans , nous 
aurons donc, d après ce qu’on a vu dans.le numéro pré- 
cédent , 




. — mnv 

»/i'+Y*+Z*/ ’ 
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ou en développant , et ayant égard aux réductions qui 
s’opèrent , 

|/(X*+Y*+Z*) (d'^'-^dY'-^rdZ') — (XdX+YrfY+Z^^Z)* 

““ X*+Y’+Z’ 

ou bien encore 

• , : ”■ 

^/(X^^Y— YtiX)’+(ZiiX— XrfZ/+(YdZ— ZdY)* 

““ • X’H-Y*+Z* 

Mais on trouve facilement 

d^=dyd}z—dzd}y, dï=dzd?x — dxdH, dlà=dxd?y — dyd^x\ 
puis 

XdY— Y<fX Zæ/L—TUdZ XdZ—'LdX 

dz • ^ 

dz{d^x£y — d^yd^ x)-\-dy[dzd^x — (txtPz) -\-dx{dyd'z — ^ztPÿ) ; 

et par conséquent 

dz(d^xd^y — dyd}x)-\-dy{cFz(Px — dx(Pz)-\-dx[d^yd?z — dzd?y 
(dxd^y — dydx)'-\-{dzd'x—dxd‘z)'-\-(dyd^z — dzdyf 

Si l’çn désigne par P le rapport de l’élément ds de l’arc 
de la courbe à l’angle n compris entre les deux plans os- 
cillateurs qui répondent aux points placés aux extré- 
mités de cet élément , rapport que l’on nomme quelque- 
fois le rayon de la seconde courbure , ou si l’on pose 

=a , on aufa donc 

{dxdy — dydxf+idztfx — dxd'z)'-\-{dydz — dzd'y)' 
dz(d‘xtfy — dyd‘x)+dy{ePz(Px — dxdz)+dx{dyd‘z — dzdy 

La valeur du rayon de la seconde courbure dépend des 
•différentielles du troisième ordre des coordonnées x,y,z. 
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tandis que celle du rayon de la première courbure dé- 
pend seulement des difierentielles du second ordre. . 

240. Si l’on a pour tous les points d’une ligne quel- 
conque l’équation 

{dxd^y — dytTx)'-^{dz^x — dxttz)'-\-{d3r<fz — dz^yf=(i , 
ou ( ce qui revient au même) l’équation ^ ‘ 

x)*-|-(rfy)*-|-(d’z)*— (d*i)‘=« , 

il en résultera , d’après les n<>* 236 et 237 , que le rayon 
P de la première courbure sera infini , ou que deux élé- 
ments consécutifs de la ligne comprendront toujours 
entre eux un angle nul, c’est-à-dire seront placés 
dans le prolongement l’un de l’autre. L’une et l’autre des 
jécpiations précédentes expriment donc d’une manière 
générale la condition analytique à laquelle doivent satis- 
faire les valeurs des coordonnées x , y, z, pour qu’elles 
puissent appartenir à une ligne droite. 

241. Si l’on a pour tous les points d’une ligne l’é- 
quation 

ébddCx^y — ttyd^x)ydy{d^zd?x — iPxd?z)-‘rdx{d'yd?z~d'zd^y)=ü^ 

il en résultera , d'après le n° 239 , que le rayon P de la 
seconde courbure est infini , ou que deux, plans oscula- 
teurs consécutifs comprennent entre eux un angle nul, 
c’est-à-dire coïncidant l’un avec l’autre. Cette équati(m 
exprime donc, en général, la condition analytique à 
laquelle doivent satisfaire les valeurs des coordon- 
nées X , jr, Z, pour qu’elles puissent appartenir à une 
courbeplane. , . „ , 
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Développées. 

• 

2i2. D’après les n°* 234. et 235, si l’an veut qu’une sphère 
ait un contact du second ordre avec une courbe propo- 
sée dans le point dont les coordonnées sont x , y, z , il 
iuudra que les coordonnées a, 6, 7, du centre de la 
sphère , et soc rayonp , satisfassent aux trois équations 

(d-a:)*-H6-r)’+(r-s)=P* 

. dx{ar—x) dy{Z—y)-\-dz{y—z)=0 
ds' — d^x{% — x) — — <tz{y—z)=0. 

La détenninatioD d’une sphère dépendant de quatre 
constante , tandis que l’on doit satisfaire à trois équa- 
tidns salement , il en résulte qu’il existe pour chaque 
point de la courbe proposée une infinité de sphères os- 
culatrices. Toutes ces sphères ont , comme on l’a vu ci- 
dessus, leurs centres placés sur une ligne droite, qui est 
l’intersection des deux plans normaux consécutifs menés 
à la courbe proposée dans les deux points dont les coor- 
données sont X, y, Z, et jc-h^x, y+dy, z+dz. Cette 
ligne droite est nécessairement perpendiculaire à la tan- 
gente menée è la coinrbe au point dont les co(nrdonnées 
sont X, y, Z. 

On peut se représenter l’mismhle des plans normaux 
menés à tous les points de la courbure proposée , les 
lignes droites qui sont les intersections des plans nor- 
maux consécutifs , et la surfaxe développailejhxrtnéx 
par l’ensemble de ces lignes droites. Chaque plan 
normal touché cette surface dans toute l’étendue de 
l’aréte rectiligne appartenant à ce plan. Cette arête est 
perpendiculaire h la tangente menée au pointde la courbe 
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proposée par laquelle passe le plan normal ; et elle est 
le lieu des centres de toutes les sphères osculatrices ap- 
partenant à ce point. Ainsi l’on peut dire que la surface 
développable dont il s’agit , formée par les intersections 
successives des plans normaux de la courbe proposée , 
est le lieu des centres des sphères osculatrices de cette 
courbe. Si l'on se place en un point quelconque f» de la 
surface , et que l’on mène de ce point une normale à la 
courbe proposée qui la rencontre au point m , la sphère 
décrite du point p. comme centre, arec pour rayon , 
aura un contact du second ordre avec cette courbe. 

D’après ce qui précède , on peut considérer dans les 
équations précédentes « , 6,7, comme des coordonnées 
variables appartenant à tous les points de la surface, 
lieu des centres des sphères osculatrices. On obtien- 
drait l’équation de cette surface en joignant ,aux 
équations 

— z)=0 

ds’ — d’j:(a — x)— <£*^(6— j') — ^*8(7 — z)s=0 , 

les deux équations de la courbe proposée. On- aurait 
ainsi quatre équations au moyen desquelles on pourrait 
éliminer x, y, z : il resterait, après cette élimina- 
tion, une équation en a, 6,7, qui serait l’équation 
cherchée. 

24-3. Les équations précédentes subsistant toutes les 
fois que l’on donne s. x, y, z des valeurs qui convien- 
nent à un point de la courbe proposée , et que l’on donne 
en même temps à a , 6 , 7 des valeurs qui conviennent à 
l’un quelconque des centres des sphères osculatrices qui 
appartiennent à ce point, on peut les diilérentier en 


Di 


f 
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faisant varier à la fois x,y, zêta, t,f. L’équation ob- 
tenue, de cette manière appartiendra encore à la surface, 
lieu des centres des sphères osculatrices. Eln diilérentiant 
ainsi la première équation , et supprimant les termes 
qui sont nuis en vertu de la seconde , on a 


dxdct\-dyd&+dzdi=0. 

Cette équation difl(prentielle met en évidence la nature 
delà surface dont il s’agit. Posons ds = ^ dx'-^dy+dz^ et 
dà'^ da-^df'+df' , on pourra la mettre sous la forme 

dx djt ,dy d^ dz df ^ 
ds da ds d<s ds de ’ 


et l’on voit qu’elle exprime que dans quelques sens que 
l’on se déplace sur la surface à partir du point a qui est 
le centre d'une sphère osculatrice appartenant au 
point m de la courbe proposée , l’élément rectiligne du, 
que l’on décrira , sera perpendiculaire à l’élément ds de 
cette courbe, qui est placé au point m. Cette propriété 
résulte eBectivement de ce que la surface est touchée par 
le plan normal à la courbe au point m dans toute l’éten- 
due de la ligue , qui est le lieu des centres des sphères 
osculatrices appartenant à ce point. 


244. Considérons maintenant les lignes qui peuvent 
être des développées de la courbe proposée, celle-ci étant 
1 eur développante , en conservant à ces expressions le 
sens qui leur a été donné dans les n“^ 18G et suivants. 
On suppose toujours qu’un fil ayant été enveloppé sur 
une première courbe , on le développe en maintenant 
constamment ce fil tendu. Chaque point du fil décrit 
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alors une seconde courbe que l’on nomme développante, 
tandis que la première courbe est nommée développée. 
Le caractère géométrique de la développée consiste donc 
seulement dans ces deux circonstances : 1» que chaque 
point fi de la développée est le centre d’un cercle tangent 
au point correspondant m de la développante ; 2* que le 
rayon fj/w touche la développée au point p. 

D’après cela on reconnaît d’abord qu’une développée 
de la courbe proposée doit nécessairement se trouver sur 
la surface développable qui est le lieu des centres des 
sphères osculatrices. Car soit /, m,n,etc., plusieurs points 
contigus de la courbe proposée ( fig. 4.2 ) , et > v, etc. , 
les points correspondants de la développée. Les points 
fi, V, etc., devant être les centres de cercles tangents 
il la courbe proposée en l, m, n, etc., devront se trouver 
respectivement sur les plans normaux menés à la côurbe 
proposée aux points l, m, n, etc. Donc on passe d’un 
point de la développée h un autre , en passant d’un plan 
normal au plan normal contigu, c’est-à-dire en s’avan- 
çant sur la surface formée par les intersections succes- 
sives des plans normaux. Si nous regardons les coor- 
données a. S, y non plus comme appartenant à un point 
quelconque de cette surface, mais à l’une des dévelop- 
pées dont il s’agit, il faudra donc admettre en premier 
lieu que ces coordonnées satisfont au.x équations 

dx{x — X}+djr(g — jr)+dz{’/^Z)=0 
ds'—cT x(a— j:)— rfy(6— if =('/— 5)r=0 ; 

et de plus qu’elles satisfont à la condition que le rayon 
mené du point de la développée au point correspondant 
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de la courbe proposée soit tangent à la développée. Cette 
dernière condition s'exprimera en posant 


d(t 

a — X 

6 — y 

£7 _ 

dfs 

" î 

P 

da P ’ 

dv 

d% 

a — X 

da a — X 


dè^ 


df 7 — 2 ’ 

dt~ 


L’une quelconque de ces équations étant réunie aux 
deux précédentes et aux équations de la courbe proposée, 
on aura cinq équations, dont on pourra éliminer z. 
Il restera deux équations en « , 6,7, qui appartiendront 
à la développée. Mais il importe de remarquer que ces 
deux équations seront des équations différentielles. 
Ainsi , elles ne déterminent pas une certaine développée. 
Elles expriment d’uné manière générale les caractères 
géométriques qui appartiennent à toutes les dévelop- 
pées de la courbe proposée dont la surface développa- 
ble qui contient les centres des sphères osculatrices est 
le lieu , et qui sont en nombre infini. Quant à la manière 
de déterminer en termes finis les équations d’une cer- 
taine développée passant par un point que l’on se 
serait donné arbitrairement sur la surface qui les con- 
tient toutes , cette recherche dépend du calcul intégral. 

Il est visible , d’ailleurs , qu’en concevant la courbe 
proposée et la surface développable lieu des centres 
des sphères osculatrices existant dans l’espace , on pour- 
rait facilement tracer sur la surface une développée 
quelconque de la courbe. Eu effet, attachant im fil au 
point / de la courbe , et maintenant ce fil tendu , on le 
dirigera de manière qu’il vienne toucher la surface; et 
il pourra la toucher en un point quelconque > de la 
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droite appartenant à cette surface , qui est située dans 
le plan normal à la courbe au point 1. On appliquera 
ensuite le fil sur la surface en le maintenant constam- 
ment tendu. La ligne obtenue de cette manière sera évi- 
demment la développée. Elle sera une ligne' de plus 
courte distance sur la surface développable; et si l’on 
développait cette surface elle deviendrait sur le déve- 
loppement une ligne droite. 

245. Le tracé d’une développée peut encore s’opérer 
de la manière suivante : Soient l, m, n,... plusieurs 
points contigus de la courbe proposée. Ayant mené un 
premier rayon X l, on fera passer un plan par ce rayon 
et par l’élément Im de cette courbe; puis l’on mar- 
quera le point IA où ce plan coupe l’arète rectiligne de 
la surface développable qui est située dans le plan nor- 
mal à la courbe proposée au point m. On mènera en- 
suite le rayon ;/m, ou fera passer un second plan par ce 
rayon et par l’élément mn de la courbe , et l’on mar- 
• quera le point v où ce plan coupe l’aréte rectiligne de 
la surface développable qui est située dans le plan nor- 
mal à la courbe proposée au point n. En continuant de 
la même manière, les points X, donneront la 

courbe cherchée. 

Supposons, ensuite, que l’ou développe la surface 
développable. Tous les plans normaux se rabattront les 
uns sur les autres en tournant sur leurs intersections 
successibles, et par suite de ce rabattement la courbe 
proposée se trouvera réduite à un seul point, que nous 
désignerons par M. En effet l’arc Im de cette courbe 
est perpendiculaire au plan normal passant par le point 
m donc dans le rabattement du plan normal , suivant 
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sur celui-ci, le point m viendra se placer sur le point /. 
De même Tare mn de la courbe est perpendiculaire au 
plan normal passant par le point m donc dans le ra- 
battement du plan normal suivant sur celui-ci le point 
n viendra se placer sur le point m. Et ainsi de suite. Or 
il est évident par-là que tous les rayons X /, yxn , i>n , etc. , 
viendront se rabattre les uns sur les autres , et se con- 
fondre en une seule ligne droite, puisque tous se cou- 
pent , et qu’ils devront tous passer par le point M. 
Ainsi , toutes les développées possibles de la courbe pro- 
posée deviennent sur le rabattement dont il s’agit des 
lignes droites émanant du point M dans lequel cette 
courbe s’est concentrée , ce qui s’accorde avec ce qui a 
été dit dans le numéro précédent. 

246. Les centres de la première courbure de la courbe 
proposée , qui ont été déterminés dans les numéros 
236 et suivants , sont nécessairement situés sur la sur- 
face développable lieu des centres des sphères oscula- 
trices. Concevons l’ensemble des plans osculateurs de la • 
courbe proposée : ils forment par leurs intersections 
successives une nouvelle surface développable , qui ren- 
contre à angles droits la surface développable dont il a 
été question ci-dessus, et qui est formée par les inter- 
sections successives des plans normaux. La ligne d’inter- 
section de ces deux surfaces est le lieu des centres de la 
première courbure. 

On doit remarquer que cette ligne n’est point géné- 
ralement une développée de la courbe proposée. Con- 
cevons, en eflét, trois points consécutifs/, m; n delà 
courbe proposée , et les trois points correspondants X , p, 

V , etc. , de la courbe lieu des centres de la première cour- 
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bure^ en sorte «jue h, ma, m, etc. , sont respective- 
ment les rayons de courbure appartenant aux points 

l,m, n, etc, dé la courbe proposée. Si la ligne Xp 

était une développée de Imn — , il faudrait que l’arc 
fut situé dans le prolongement du rayon mX , l’arc p dans 
le prolongement du rayon mpt, et ainsi de suite ; ce qui 
suppose que le rayon ma viendrait couper le rayon h 
prolongé, qtie le rayon nv viendrait couper le rayon mit 
prolongé, et ainsi de suite. Or, cela ne pourrait arriver 
qu’autant que les rayons successifs/), ma, n-j, etc., 
seraient situés deux à deux dans un même plan , ce qui 
n’est point , puisque chacun de ces rayons est situé dans 
les plans osculateurs menés respectivement aux points 
l, m, n, etc., de la courbe proposée. Les rayons de 
courbure IX, ma, »v, etc., ne peuvent se rencontrer et 
former par leurs intersections successives une dévelop- 
pée , qu’autant que la courbe proposée est plane , cas 
dans lequel tous les plans osculateurs coïncident avec le 
plan de la courbe. 

La vérité de la remarque précédente deviendra encore 
plus palpable si l’on considère le rabattement dont il a 
été question dans le n° 245. En eflet, chaque rayon de la 
première courbure de la courbe proposée est perpendi- 
culaire à l’aréte rectiligne correspondante de la surface 
développable lieu des centres des sphères osculatrices , 
et dans le rabattement des plans normaux les uns sur 
les autres, ce rayon de courbure et cette arête ne cesse- 
ront pas de se couper à angles droits. Donc les rayons 
/), W(i, /IV, etc., delà première courbure de la courbe 
proposée ne seront autre chose sur le rabattement que 
les perpendiculaires .^baissées du point M sur les inter- 
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sections successives des plans normaux. Donc ces rayons 
ne pourraient se confondre en une seule ligne droite ( ce 
qui serait nécessaire pour que les points f», », etc., ap- 
partinssent à une développée), qu’autantque toutes les 
intersections seraient parallèles entre elles , ce qui ne 
peut avoir lieu à moins que tous ces plans osculateurs ne 
coïncident entre eux , c’est-à-dire à moins que la courbe 
proposée ne soit plane. 

247. D’après le n° 235 , la sphère dont le rayon p, 
et les coordonnées du centre « , ^ , 7 , satisfont aux 
trois équations 

(® — — *)’=p’ (A) 

(a — x)rfx-H 6 — ^)<<y+( 7 — *)rfz=0. ... (B) 
ds' — (a — x)iTx — (S — y)d“y — ( 7 — z)<fz 30 . . (G) 

a un con tact du second ordre avec une courbe à double cour- 
bure proposée dans le point de cette courbe auquel ap- 
partiennent les coordonnées a: z. Ces trois équations 

ne déterminant pas entièrement les quatre quantités p. 
Cl, 6 , 7 , il existe une infinité de sphères osculatrices à 
la courbe proposée dont il s’agit. Toutes ces sphères ont 
leurs centres placés sur la ligne droite intersection des 
deux plans normaux menés à cette courbe par les points 
dont les coordonnées sont x, y, z, et x->rdx , y+dy, 
z+dz. Les équations (B) et (C) appartiennent respecti- 
vement à ces deux plans. 

Si l’on continuel’opération par laquelle les deux équa- 
tions (B), (C), ont été déduites de l’équation (A), 
c'est - à - dire , si l’on diflérentie l’équation (C) par 
rapport à x , y , z seules , on aura une quatrième 
équation 

idsds- — (a — x)tPx~-(ç — y)d^y — ( 7 — z)d‘z=0. (D) 
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qui, étant réuni'es aux précédentes^ dtéterminera en* 
tièrement les quantités a , 6, 7 et p. La sphère pour la- 
quelle les coordonnées du centre «, 6, 7 satisferont aux 
trois équations (6), (G) et (D) aura un contact du troi- 
sième ordre avec la courbe proposée dans le point de 
cette courbe dont les coordonnées sont x,jr, z. 

On doit remarquer d’ailleurs que les centres de 
toutes les sphères ayant un contact du troisième ordre, 
avec la courbe proposée, se trouveront placés sur l’arête 
de rebroussement de la surface lieu des centres des 
sphères osculatrices qui est produite par les intersections 
successives des lignes droites , dont cette surface est le 
lieu. En ellét les trois équations (B), (G), (D), lorsqu’on 
y regarde*, 6, 7 comme les variables, appartiennent aux 
trois plans normaux menés à la courbe proposée dans les 
points dont les coordonnées sont respectivement x, y, z; 
x-+dx, y+dy, z-\-dz\ et x+'i.dx+d'x, y+ldj+d'y. 

Le système des deux équations (B), (G) 
appartiennent à l’intersection des deux premiers plans, 
et le système des deux équations (G), (D) appartient à 
l’intersection du second et du troisième plan. Ces trois 
équations réunies appartiennent donc au point commun 
à ces deux intersections , c’est-à-dire au point de l’arête 
de rebroussement dont nous venons de parler. Si l’on éli- 
mine x,y, zdes équations (B), (G), (D) au moyen de deux ^ 

équations de la courbe à double courbure proposée, les 
deux équations restantes en «, 6, 7 appartiendront à cette 
arête de rebroussement. 

248. Une courbe à double courbure quelconque et 
l’arête du rebroussement de la surface développable qui 
est le lieu des centres de ses sphères osculatrices, ont 
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d’ailleurs une relation qu’U est utile de faire connaître^ 
Remarquons , 1“ que deux tangentes consécutives à l’a- 
réte de rebroussement sont perpendiculaires aux deux 
plans osculateurs consécutifs correspondants delà courbe 
proposée; car ces tangentes ne sont autre chose que les 
intersections des plans normaux à cette courbe ; 2“ que 
deux plans osculateurs consécutifs de l’arête de rebrous- 
sement sont perpendiculaires aux deux tangentes con- 
sécutives correspondantes de l’arête proposée; puisque ' 
ces deux plans osculateurs ne sont autre chose que les 
plans normaux à cette courbe. Donc , 1° w désignant , 
comme dans le n“ 238 , l’angle de deux tangentes con- 
sécutives d’une courbe proposée, il désignera également 
l’angle des deux plans osculateurs consécutifs corres- 
pondants de l’arête de rebroussement de la surface lieu 
des centres des sphères osculatrices ; et 2° n désignant, 
comme dans le n* 239 , l’angle de deux plans osculateurs 
consécutifs de la courbe , il désignera également l’angle 
des deux tangentes consécutives correspondantes de cette 
arête de rebroussement. Ces propositions ont été don- 
nées par M. Fourier. 

Kxcmplc de rapplication des résultats précédents. 

249. Considérons la courbe désignée sous le nom 
A'hélice , qui est tracée sur la surface d’un cylindre 
droit à la base circulaire « de manière à couper toutes 
les arêtes de cette surface sous le même angle. Soit R le 
rayon du cylindre, dont nous supposerons que l’axe 
coïncide avec l’axe des z, et représentons par a la tan- 
gente trigonométrique de l’angle constant formé par 
chaque élément de la courbe avec le plan des xy. Enfin 
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désignons part l’angle compris entre le plan des xz et le 
rayon du cylindre mené au point de l’hélice , dont les 
coordonnées sont x,jr, z. La nature de la courbe doi^ne 
évidemment 

• x=Rcos.t, \y=Rsin.t, 2=R<z/,- 

d’où l’on déduit pour les équations en x,^, z des projec- 
tions de l’hélice sur les plans coordonnés 

r* 

JT y 

x*4;y’=R’, z=Ra.arc.cos.— , z=Ra.arc.sin. 

H K 

Cela posé, si l’on veut déterminer en premier lieu la 
direction de la tangente menée à un "point quel- 
conque de la courbe^ on aura, par les premières 
équations , 

dx= — Rsia.t.de, efy’=Rcos.e.dt , dz=Ra.de. 

Donc 

dj' 1 d Z a 


dx 


1 dz 

tang.f’ dx~ sin.t 


et substituant ces valeurs dans les formules du u* 223, il 
viendra 


ou si l’on veut 

' y 
Kï+â* R 


sin.r cos.r a 

cos.S= — , cos.y^ 


Kl+a* 


Kl+a* 


cos.a= 


, COS.5= ■ —, C0S.7= ■ 


|/l+a* R ' Kl+a’ 
D’après cela les équations de la tangente seront 

ï— *'= ^ (x—x'), Z — z'= -—(y— y), ^ ^ =— ^ . 

cos/“^ '^‘'x—x> tane.t’ 


tang. 

17 
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et celle du plan normal 

sin cos y )— <i(ï— z') =0 . 

a;', y, z' désignent les coordonnées du point de tangence 
m ; t est l’inclinaison sur l’axe des x du rayon Ow qui 
répond à ce point. Tous les plans normaux forment le 
même angle avec le plan des xjr. 

250. En second lieu , pour la détermination du plan 
osculateur et des rayons de courbure, on déduira. des 
expressions précédentes 

dx= — Rsin.ï.^fr, t/^=Rcos.<.rfr, dz=l^.a.dt, 

et prenant t pour la variable indépendante, - 

(Px= — Rcos./.rfr’, d‘y= — Rsin.r./fr*, rf’z=0; 

cfx=Rsia.t.dd, — Rcos.^.^/^’, <fz=0; 

et par suite 

dx sin.r dy cos.r dz a 

~ VTw' ~ yTw' 

Ainsi l’expression du rayon de la première courbure p du 
Tl 23G donne ici 

p=(14-a*)R i 

et les expressions de cos. cos. pi, cos. v du même 
numéro , qui déterminent la direction de ce rayon, 
donnent 

cos.X= — cos.r, cos.(i= — sin.r, cos.v=0j 

d où l’on conclut que le rayon de la première courbure 
appartenant à chaque point de la courbe est dirigé sui- 
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vnnt le rayon du cylindre mené à ce point. Ainsi , tous 
les centres de la première courbure sont placés sur une 
hélice qui a le même axe et le même pas que l’hélice 
proposée , mais qui est tracée sur un cylindre dont le 
rayon est a*R. 

L’équation du plan osculateur, n° 233, devient 


asin.t(j; — x '} — acos.<(_j'— ^')4-z- 


0 . 

\ 


Tous les plans osculateurs forment le même angle avec 
le plan des xy. < 

Quant à l’expression du rayon P de la seconde cour- 
bure , la formule du n“ 239 donne 



d’où 



et comme ce rayon est dirigé suivant la perpendiculaire 
au plan osculateur , les cosinus des angles qu’il forme 
avec les axes des x , des y et des z sont respecti- 
vement 

asin.^ Æcos.r 1 

f/ïw’ Kï+^’ 

expressions qui indiquent une direction perpendicu- 
laire à la lois à la fangente de la courbe déterminée par 
les angles « , 6, y , et au rayon de la première courbure 
déterminé par les angles >, [i, v. 

Si l’on désignait par 't- l’angle constant formé par la 
tangente de la courbe avec le plan des xy, on aurait 
tang. s'=a, et les expressions précédentes s’écriraient 
plus simplement 

cos. 2 — — cos.'P.sin.i . cos.6=rcos.'P.co.s.t , cos.y=sin.'F. 

R „ R 

P= — , P~ . 

cos. V sm.'P.cos.T 
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251. Consklérons maintenant la surface développaUe 
<|ui est le lieu des centres des sphères osculatrices de la 
courbe proposée. Le cercle dont le rayon est 0m= R 
étant (/?ÿ. k'i ) la base de l’hélice proposée (qui se projette 
en m'n' sur le plan des xz ), le cercle dont le rayon 
0u= (l-Ki’)R Sera ( la figure est tracée pour le cas où a est 
> 1 ) la base de niélice lieu des centres de la première 
courbure qui se projette en [*'•/ sur le plan des xz. et 
my seront les deux projections du rayon de première 
courbure appartenant au point de l’hélice proposée dont 
les projections sont m,m'. Cela pose , la surface dévelop- 
pable qui contient les centres des sphères osculatrices 
n’est autre chose que le lieu des intersections successives 
des plans normaux à l’hélice proposée menés par tous les 
points de cette courbe. Et comme tous ces plans forment 
le môme angle avec le plan des , la surface qui est 
lieu de leurs intersections successives est une surface 
hélicoïde , cette dénomination étant appliquée à toute 
surface décrite par le mouvement d’une ligne ou d une 
autre surface dont un point parcourt une hélice , tandis 
que les parties de la ligne ou de la surface tournent au- 
tour de l’a^e de cette hélice. De plus , les intersections 
successives dont il s’agit ont toutes un point placé dans 
l’hélice projeté en (/,•>', qui est le lieu des centres de la 
première courbure de l’hélice proposée. Toutes forment 
le même angle avec le plan des xjr, et elles sont toutes 
perpendiculaires au rayon du cylindre sur lequel l’hé- 
lice projetée en gVest tracée. Donc elles ne sont autre 
chose que les tangentes de cette hélice , qui est le lieu de 
leurs intersections successives, c’est-à-dire l’arête de 
rebroussement de la surface développable, gv et gV re- 
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présentent sur la figure les projections de la tangente au 
point Les points r où ces tangentes rencontrent le 
plan des xy forment sur ce plan une courte composée de 
deux branches ta , tV' qui sont des développantes du 
cercle dont Ofji est le rayon. On voit par ce qui précède 
que la surface développable lieu des centres des sphères 
osculatrices est partagée en deux nappes distinotes par 
Thélice lieu des centres de la première courbure qui est 
son arête de rebroussement. Ces deux nappes ne pé- 
nètrent point dans le cylindre dont Of» est le rayon, mais 
elles s’étendent à l’infini dans tous les sens au dehors 
de ce cylindre dont elles rencontrent la surface à 
angles droits. ' 

On peut trouver l’équation de la surface lieu des cen- 
tres des sphères osculatrices conformément à ce qui 
a été dit à la fin du n° Si dans les équations 

dx{x — x)+dy[e—y)+dz[y — z) =0 
di — tFx[a — x) — d'y (S— y) — d‘z[y — z) =0 , 

qui appartiennent à deux plans normaux consécutifs 
de l’hélice proposée , on met pour x , y, z, et leurs 
différentielles, les valeurs précédentes en t , il viendra 

osin.f — Çœs.i=à[y — Ru/) 
aCos./4-€sin ./ = — «’R. 

Le système de ces deux équations représente évidem- 
ment la ligne d’intersection des deux plans normaux 
consécutifs menés au point de l’hélice proposée projeté 
en m, m', c’est-à-dire la tangente menée au point projeté 
en l’hélice lieu des centres de la première courbure. 
La seconde, qui ne contient que a et 6 , est l’équation dè 
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la projection de cette tangente sur le plan des xyi et on 
reconnaît aisément qu’elle apparlieut.à la tangente ftr, 
menée par le point p au cercle dont le rayon est Of» ou 
a’R , conformément à ce qui a été dit ci-dessus. 

Si l’on éliminer entre ces deux équations, le résultat 
conviendra à toutes les lignes d’intersection qu’elles 
représentent, ou à la surface déve^ppable qui en 
est le lieu. Pour effectuer cette élÿnination , on ajoutera 
les équations après les avoir élevées au carré, ce qui 
•lonnera^ 

d’où l’on déduit 






'+e* 


a4R’ 


-Ij 


* I 

et en mettant cette valeur dans la seconde équation il 
viendra 




pour l’équation demandée de’ la surface développable. 

Remarquons que si l’on fait 7=0 dans l’équation 
précédente a’ + S’ = a^R’4a’, {7 — Rat)’, le résultat, 
qui est 

a’-|-6’— (a’R)’+(a’R.t)’ , 

appartiendra aux points t, où les intersections successives 
des plans normaux qui répondent à chaque valeur de l’an- 
gle t, et qui forment la surface développable, rencon- 
trent le plan des jy. Or |Xa’+ 6 ’. représentant la dis- 
Uince Or, tandis que a’R est représenté par 0^, on con- 
clut que la distance fxrdoit être égale au développement 
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de Tare t dans le cercle dont le rayon est a R, ou que lu 
courbe ta doit être une développante de ce cercle, comme 
on l’a dit ci-dessus. 

252. Si l’on veut, enfin , connaître les développées de. 
l’hélice, qui sont situées sur la surface développable dont 
il vient d’étre question , on y parviendra de la manière- 
suivante. Soit comme ci-dessus un point quelconque de 
l'hélice proposée projeté en m {fig. Jiü ) sur le plan 
des xy, et en m' sur le plan des xz, et le centre de la 
première courbure de l’hélice correspondant à ce point , 
qui est projeté en pt, fl'. Considérons l’ensemble des plans ' 
normaux menés à l’hélice proposée , et supposons que 
l’on rabatte tous ces plans , eu les faisant tourner autour 
de leurs intersections successives ,'sur lë plan normal 
mené par le point m, ml . D’après ce qui a été dit n° 245 
l’hélice proposée se réduira dans ce rabattement à un. 
seul point m", et comme toutes les distances mu sont 
égales entre elles, l’hélice Heu des centres de la pre- 
mière courbure se rabattra sur une circonférence de 
cercle décrite du point m" comme centre avec le rayon 
m"fi"î= mfi. Toutes les révolutions de cette dernière hé- 
lice se trouveront développées et rabattues les unes sur 
les autres , suivant leur véritable longueur, sur la cir- 
conférence de cercle dont il s’agi t. 

Cela posé , admettons que l’on veut déterminer -la 
développée dont le premier point est projeté en fx, u', et 
rapporté en fx" sur le rabattement. Conformément à ce 
qu’on a vu n® 245, cette développée sera représentée 
sur le rabattement par la ligne droite m"fx" qu’il faut 
prolonger à l’infini dans les deux sens. Si l’on veut donc 
trouver un point quelconque de la développée dont il 
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■fagit, on considérera que les arêtes rectilignes de la 
surface développable , c’est-à-dire les tangentes de l’hé- 
lice lieu des centres de courbure, sont représentées sur 
le rabattement par les tangentes au cercle dont le rayon 
est Si donc on marque sur cette hélice le point 
correspondant au point e (c’est-à-dire le point qui est 
situé au-dessous du point fi, à une distance mesurée 
sur l’hébce égale aVarc/'e); si l’on mène en ce point une 
tangente à l’bélice , et si l’on porte sur cette tangente 
la distance e/*, on aura le point cherché de la déve- 
loppée. 

Pour construire d’abord de cette-manière la partie de la 
développée commençant au point ;x, («'qui se trouveplacée 
sur la nappe supérieure de la surface développable, on tra- 
cera donc les tangentes de la partie de l'hélice projetée 
en fJ, fit, et rabattre en p"/'. Or, la tangente menée au 
point f sur le rabattement ne rencontre plus la ligne 
m"(t" prolongée. Donc si le point l, ü de l’hélice est 
situé à une distance du point fi' mesurée sur cette hé- 
lice égale à la longuetir du quart de circonférence 
on est assuré que la portion de courbe dont il s’agit , 
projetée en («a , /a', devient à une distance infinie paral- 
lèle à la tangente de l’bélice menée au point /, f . Elle a 
donc pour asymptote la ligne LA , L'A' menée parallèle- 
ment à cette tingente par le point L,L' de l’hélice pro- 
posée qui est diamétralement opposé au point /, Le 
point L,L' termine l’arcmL, m'L' del’bélice proposée qui 
peut être décrit par le développement de la portion de 
courbe (*«, f«'a'. 

Si l’on vent en second lieu construire la partie de la 
développée commençant au point ft, («' qui se trouve 
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placée sous la nappe inférieure de la surface dévelop- 
pable, on emploiera les tangentes de la partie de l’hélice 
projetée en jt/j , ft'/t' et rabattue en en portant sur 
chaque tangente la longueur g/i en contrebas du point de 
tangence. Ou obtiendra de cette manière la portion de 
courbe fxA, Et comme la tangente menée sur le ra- 
battement au point lî' ne rencontre plus la ligne m"(i" 
prolongée, il s’ensuit qu’ayant marqué sur l’hélice le 
• point n, n' qui est situé à une distance du point (x égale à 
la longueur du quart de circonférence f*” gnl', la courbe 
pi, p,i' tend à devenir à l’infini parallèle à la tangente de 
l’hélice menée au point n,n'. Cette courbe aura donc 
pour asymptote une parallèle à cette tangente menée 
par le N, N' de l’hélice proposée , qui est diamétralement 
opposé au point Le point N, N termine l’arc mN, 
/n'N' de l’hélice proposée qui peut être décrit par le dé- 
veloppement de la portion de courbe pi, p'i'. 

Les deux portions de courbe pa, p'a et pi, p'i' for- 
ment deux branches distinctes de la développée, 
réunies au point p, p' qui est un point de rebrous- 
sement. 

Pour continuer à tracer cette courbe , et trouver la 
branche dont le développement pourrait décrire l’arc 
de l’hélice proposée qui est au-dessus du point N, N' il 
faudra construire les tangentes à la portion np, n'p' de 
l’hélice lieu des centres de courbure , qui est rabattue 
en ri'ip” , puis porter de bas en haut sur ces tangentes , 
à partir du point de tangence , les longueurs ik. Or, il 
est visible que si l’arc d’hélice np, n'p' est égal en lon- 
gueur au quart de circonférence n"ip'', cette opération 
donnera la portion de courbe pc,p'c', parfaitement égale 
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aux précédentes , ayant pour asymptote le prolongement 
NC, N'C' de la ligne NB, N'B'. 

La même construction donnera ensuite par les tan- 
gentes de la portion pq, p'q' de l’hélice lieu des centres' 
de courbure, qui est rabattue sur le quart de cercle^'^", 
la portion de courbe pd,p'd, qui est réunie en p,p' à la 
précédente par un point de rebroussement. Et ainsi de 
suite. 

On voit par ce qui précède que la développée de l’hé- * 
lice proposée est formée d’une iuGnité de branches par- 
faitement égales entre elles , placées alternativement sur 
les nappes supérieure et inférieure de la surface déve- 
loppable qui est le lieu des centres des sphères oscu-, 
latrices. Chaque branche est réunie à la précédente par 
un point de rebroussement, et à la suivante par une 
asymptote qui leur est commune. Les points de rebrous- 
sement sont placés sur l’hélice lieu des centres de cour- 
bure, à des intervalles égaux à la longueur du demi- 
cercle dont le rayon est égal au rayon de courbure 
(l+a’)R. ' 

253. Pour appliquer à l’hélice les notions présentées 
danslen'2W, On remarquera qu’à l’égard de cette courbe 
les trois équations (B), (C), (D) de ce numéro deviennent 
respectivement, lorsqu’on y remplace x}y, z et leurs 

dillérentielles par leurs valeurs en t, 

\ 

asin.t — Gcos.t=a(7 — Rut) 
ocos.t-|-Gsin.t= — a’R 
' asin.t — ëcos.t=0; 

et qui se réduisent aux deux suivantes ; 

BCOS.t+6bin.t= — o’R et 7— Rat, 
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Elles représentent évidemment une hélice dont le rayon 
est a’R , dont le pas est égal au pas de l’hélice proposée, 
et qui est placée dans une position opposée à cette der- 
nière. Ces caractères appartiennent à la courbe qui est 
le lieu des centres de la première courbure de l'hélice 
proposée , comme on l’a trouvée dans le n° 2S0 ; et l’on a 
vu efl’ectivement dans le n° 251 que cette courbe était 
l’arête de rebroussement de la surface lieu des centres 
de la première courbure. >• 

Ainsi les sphères dont le rayon mesure la première 
courbure de la courbe proposée, et qui n’ont en général 
qu’im contact du second ordre avec cette couche, ont dans 
le cas particulier de l’hélice un contact du troisième ordre. 
Quant à la proposition du n° 24^8 on remarquera que 

*> = il — i et que d’après les valeurs de ds, p et 

P données n“ 250 , on a par conséquent pour l’hélice pro- 
posée 

dl 

01 = ■ 

yi+a‘ yi+a’ 

Or l’aréte de rebroussement de la surface lieu des centres 
des sphères osculatrices est ici une seconde hélice dont 
le rayon est a‘R et dont le pas est égal à celui de l’hélice 
proposée ; d’où il suit qu’en appelant a' la valeur de a 
qui conviendrait à cette seconde hélice , on doit avoir 

«'= — . Mais si l’on écrit — à la place de a dans 
a % a 

les expressions précédentes , elles deviennent respecti- 
vement 


adt 


adt 




ft=- 


dl 
i+û 
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\ 

en sorte que la valeur de l’angle « appartenant à la 
courbe ne diflère pas de la valeur de l’angle il apparte- 
nant h l’arête de rebroussement, et réciproquement la 
valeur de l’angle n qui appartient à la courbe ne diflère ’ 
pas de la valeur de l’angle m qui appartient à l’arête de 
rebroussement; ce qui est conforme aux propositions 
énoncées. 

XXllI. INTÉGRATION DES FONCTIONS DIFFÉRENTIELLES 
LES PLUS SIMPLES d’dNE SELLE VARIABLE. 

254. Une fonction différentielle du premier ordre 
d’une seule variable x est représentée en général par 

Xdx, 

X désignant une fonction quelconcpie de x. Cette fonc- 
tion différentielle est toujours le résultat de l’opération 
de la différentiation appliquée à une certaine fonction^ 
de la variable x , en sorte que l’on a 

dy=Xdx et ^ =X ; 

dx 

OU du moins on peut toujours la regarder comme le 
résultat d’une telle opération. L’opération désignée sous 
le nom ^intégration consiste à trouver la fonction^ 
lorsque la différentielle Xdx est donnée , ou en général 
à trouver une fonction de x qui, étant différentiée, 
donne pour sa différentielle Xdx. 

La fonction de la variable x qui , étant différentiée , 
donne pour résultat la différentielle proposée Xdx, est 
nommée Yintégrale de cette différentielle. De plus on 
désigne l’intégrale de la fonction différentielle X dx par 
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le / placé au-devant de Xdx. Ainsi , réc|uation précé- 
dente 

étant posée, elle entraîne la suivante : 

« 

y=f\dx , 

et réciproquement. Mais il importe de remarquer que si 
l’on avait trouvé une fonction de x, qui , étant différen- 
tiée , donnât pour résultat \dx, on pourrait ajoutera 
cette fonction une constante quelconque C, sans qu’elle 
cessât de donner ~Kdx par sa différentiation. Si donc la' 
fonction qu’il s’agit de trouver ne nous est connue que 
par cette seule condition qu’en la différentiant l’on doit 
trouver pour résultat Hdx, nous devons, pour en 
former l’expression générale , comprendre dans cette 
expression le terme constant et arbitraire C. D’après 
cela , J- représentant l’intégrale de la fonction dif- 
férentielle proposée Xdx , nous écrirons généralement 

jr—C+fXdx. 

Dans cette équation JKdx représente le résultat immé- 
diat de l’intégration , c’est-à-dire la fonction de x qui , 
étant diiléreutiée , donnera Xdx pour sa différentielle. 
C est la constante arbitraire qui doit être ajoutée à cette 
fonction pour donner à l’expression de l’intégrale y la 
généralité nécessaire. Au moyen de l’addition de cette 
constante on est assuré quej^ comprend toutes les expres- 
sions analytiques formées de la variable x qui, étant 
diflérentiées , donnent X/ixpour leur différentielle comr- 
mune ; car ou ne pourrait ajouter à JXdx qu’une quan- 
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lité dont lîi fonction dérivée fût nulle, cW-à-dire une 
constante. 

Tant que l’intégrale y n’est définie que par cette seule 
condition d’avoir Xetr pour difi’érèntielle , la constante 
C demeure entièrement arbitraire. Mais dans toutes les 
questions qui dépendent du calcul intégral, il existe tou- 
jours des conditions d’après lesquelles on peut fixer la 
valeur de cette constante et parvenir à un résultat dé- 
terminé. 

255. Ce n’est pas sans raison que l’on a affecté l’ex- 
pression Xtfo; de l’initiale du mot somme pour exprimer 
la fonction dont la différentielle est ~Sjix. En effet une 
fonction quelconque peut toujours être regardée comme 
la somme d’un nombre infini de valeurs de sa différen- 
tielle. Pour le montrer clairement, nous reprendrons la 
considération, déjà employée dans d’autres occasions, des 
valeurs successives 

Xo,j:„+Ax, j:o+2Aj:,Xo-f3Aa:, Xo-j-(/i — 1 ) Ar,o:,-+-nA a:, 

attribuées à la variable indépendante x , Aa: étant re- 
gardée comme une différence constante , et des valeurs 
correspondantes 

s 

affectées par une fonction y de cette variable. Les diffé- 
rences de deux valeurs consécutives de y étant expri- 
mées par ^ya, Ay., aj^,...A^,_i , nous avons évidemment 
(pourvu’que depuis x = 0 jusqu’à x=a:, la fonction^ ne 
prenne pas de valeurs infinies) 

r»=ro+Ayo+Ay'.-t-Ay',-fA>',+ +A>-,_, 

expression qui peut s’écrire 
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■■ + + 

\^x CiX ^x ^x Aj: J 

Admettons maintenant que la différence nx diminue 
de plus en plus en s’approchant de zéro, et quelenombrc 
H augmente dans le même rapport , en sorte que n&x ne 
change point. Le nombre des termes compris dans la 
parenthèse augmentera de plus en plus , et la valeur 

de l’un quelconque — de ces termes tendra à se con- 

dy ' 

fondre avec la valeur du coefficient dilïérentiel -j— qui 

ax ' 

répond à la valeur dé la variable x. D’où l’on 

voit qu’à mesure que Aor diminue la quantité 


( 


4Xo , AT. 

T- P + P.' 

A JT ' ÙlX a X A X 


Ar„-i 




ÙX 


s’approche d’une limite qui est la somme des valeurs en 
nombre inGni que prend la différentielle "^dx de la 

fonction proposée, lorsqu’on fait croître la variable in- 
dépendante X par l’intervalle constant et inffniment 
petit dx , depuis x=’x, jusqu’à x = x^-f-n^x. Oa en 
conclut que l’on passe de la valeur quelconques^ de la 
fonction à ime autre valeur quelconques. ajoutant à 
S» la somme des valeurs que prend la différentielle 
^y 

-^dx dans l’intervalle compris entre les valeurs et 
X qui répondent àso et y. 

Si nous représentons donc comme ci-dessus par Xc?x 

f • • < . ^y 

la différentielle de la fonction y, c’est-à-dire -j^dx, nous 

pourrons écrire à la place de l’équation précédente 

y—y’drfj^dx. . 
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Le signe indique que l’on a fait la somme des 
valeurs de la dilFérentielle Xiir qui répondent à toutes 
les valeurs x^,x„-¥dx , x^+'idx, x„+3«ir, etc. , jusqu’à la 
valeur a:o+(rJ — l)<irqui précède la valeur j; correspon- 
dante à la valeur^ de la fonlion qui est dans le premier 
membre. En écrivant au bas du signe d’intégration 
J, on spécifie la valeur particulière de a: correspondante 
à partir de laquelle la somme est prise. 

L’équation précédente subsiste d’ailleurs quelles que 
soient les valeurs correspondantes Xo et et si l’on 
avait simplement donné une différentielle X^x sans spé- 
cifier à partir de quelle valeur x, de la variable indé- 
pendante on voulait sommer les valeurs de cette diflé- 
rentielle , ni quelle était la valeur correspondante de 
la fonction , il n’existerait aucun moyen de les détermi- 
ner. Donc en considérant dans l’équation précédente la 
fonction^ comme étantassujettie à cette seule condition 
d’avoir Xc?x pour différentielle, il faut y regarder x, 
co mm e arbitraire aussi bien que yo. Il est donc inutile 
de marquer la valeur indéterminée de x à partir de la- 
quelle la somme JTi-dx est prise , et l’on peut écrire 
comme dans le numéro précédent 

y=C+fXdx. 

256. L’indétermination de la valeur de l’intégrale_y, 
et la nécessité d’en compléter l’expression par l’addition 
d’une constante arbitraire , paraîtront bien évidentes si 
l’on considère x comme l’abscisse d’une corube plane 
dont J* représente l’ordonnée. En effet , lorsque la fonc- 
tion y est donnée explicitement ou implicitement en x , 
la figure de la courbe est entièrement déterminée. Mais 
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il n’en est pas de jn^me lorsqu’on donne seulement la 
différentielle dy = "SAx, ou le coefficient différentiel 

^=X delà fonction dont il s’agit. L’expression de cq 


coefficient différentiel détermine simplement la direction 
de la tangente de la courbe qui a lieu pour chaque 
point correspondant à une valeur donuée de ar. Si l’on 
conçoit qu’une courbe mm a été tracée de manière à sa- 

» " y 

tisfaire à cette condition X, et qu’ensuite onia 


déplace en faisant décrire à tous ses points des parallèles 
à l’axe des J', elle satisfera encore à cette même condition 
diuis toutes les positions mm, mm qu’elle occupera ; et 
il n’y aura aucune raison pour choisir une de. ces posi- 
tions plutôt que toute autre. 

Il est évident , d’ailleurs, que l’ordonnée de la courbe' 
doit être exprimée par la fonction de x qui a pour coeffi- 
cient différentiel X, fonction que nous représentons par 
fXdx. Mais si l’on s’en tenait à cette seule fonction en 
écrivant simplement j^=yX<fx , on choisirait entre les 
courbés dont il s’agit , puisqu’à une valeur déterminée 
de X correspondrait alors une valeur déterminée àey. Si 
l’on veut donc (comme il est nécessaire de le faire) con- 
server à l’intégrale une aussi grande généralité et un 
sens aussi étendu qu’à la différentielle proposée , on 
écrira 


y=X^+J^dx, 


C désignant une quantité constante arbitraire. Dé'cètte 
manière l’expressian de^peut représenter l’ordonnée de 
toutes les courbes en nombre infini dont la dirèction de 


Dioiîiz; 


r;.-. 


.gk 
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la tangente est déterminée dans un point quelconque par 

dy , 

l’expression ^ = X du coefficient dÜTérentiel du pre- 


mier ordre. , 

257. Remarquons enfin que , pour faire cesser toute 
indétermination sur la courbe dont la fonction^ doit 
représenter l’ordonnée , il suffirait de $e doimer un point 
quelconque par lequel cette courbe devrait passer. 11 est 
facile de se rendre compte , en ellet , que la connaissance 
d’un seul point d’une courbe, .et de la direction de la 
tangente correspondante à une valeur quelconque de 
l’abscisse, ^ffit pour tracer cette courbe dans toute son 
étendue. Mais se donner un point d’une courbe , c’est-à- 
dire qu’à une certaine valeur x» de x correspond une 
certaine valeur de jr<> de jr- Or, si l’on fait une telle 
supposition , la constante arbitraire G de l’équation 


y=Ci+J^dx 

SC trouvera déterminée ; car soit P la fonction de x , 
dont la diflérentielle est Xrfa:, et désignons par Po la 
valeur que prend P qiutnd .r=0. On devra donc avoir 

i yo—O+Po , 

équation qui détermine la valeur de C. 

En général , la constante arbitraire est déterminée 
lorsque, en donnant la diflérentielle X<ir dont on de- 
mande l’intégrale^, on ajoute qu’à une certaine valeur 
donnée a de x doit répondre une valeur également don- 
née b pour y. ' * . 

258. La nature de l’opération désignée par le nom 
d’intégration étant expliquée par ce qui précède, il 
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resle à indiquer les moyens jque l’analyse fournit pour 
ellectiier cette opération, c’est-à-dire pour trouver la 
fonction finie de la variable x qui , étant diflérentiéc , 
donnera une dillérentielle quelconque proposéeX</x; ou 
si l’on veut pour trouver la fonction primitive dont une 
fonction donnée X est la fonction dérivée ou le coefficient 
différentiel du premier . ordre. Mais nous devons faire 
observer cpie , tandis que l’opération qui consiste à dé- 
duire d’une fonction donnée y sa dillérentielle dy s’ef- 
fectue par un procédé réj^ulicr conduisant toujours au 
résultat demandé , l’opération inverse qui consi^e à re- 
venir de la différentielle à la fonction primitive ,-nc peut 
au contraire s’effectuer que dans des cas particuliers, et 
en quelque sorte par exception. En général , on n’est pas 
assuré de pouvoir assigner en termes ffiais la fonction 
primitive de j; correspondante à une différentielle donnée 
Xr/jc ; en sorte que l’on, est souvent obligé , comme on le 
verra par la suite , de suppléer par des procédés d’ap- 
proximation au manque de l’expression finie de cette 
fonction primitive. Il importe, d’ailleurs, de connaître 
les principaux cas dans lesquels l’intégration pe*t 
être effectuée, et les méthodes dont cette.opération exige 
l’usage. 

259. Il est évident, en premier lieu, que l’on obtient 
immédiatement l’intégrale d’uâc dillérentielle proposée 
lorsque cette différentielle est reconnue pour appartenir 
aux fonctions simples dont il a été (juestïon ci-dessus 
dans les art. II et IIL D’après cela, on voit sur-le-champ 
«ju’en supposant 
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■dy^x^dx. 

on aura 

JJ* ■4- 1 

n» + 1 - 

dx 

~!c 

J 

C+te 

e^dx 


C+e* 

• 


•• ^ a* 

a^dx 



sm.x.dx 


C — cos.x 

coa.x.dx 


G*t*sm,x 


C+tang.x 

- cos. X 



C — cot.x 

sîn.*x 

' 

ax 

G+arc.sin.x 

yt-x' 

dx 

G -P arc. cos.x 

l^t-x* 

dx 

G+arc.tang.x 

1 + x* 

dx 

G+arc cot.x. 

1+x’ 

^ y * * 

*jf Xa formule fj^dx^ 

■ subsiste en général 

pour toutes les valeurs positives ou négatives , entières 

ou fractionnaires, et même 

irrationndles , de l’ex- 

posant m. On peut distinguer les cas particuËers 

suivants : 


r dx 1 y— 

— — =s2 Kx, 

J ^ J 

1 


qui se présentent fréquemment. II faut toutefois ex- 
cepter le seul cas où l’on aurait m«=— 1, et où lafor- 
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mule générale donnerai t /^=^. Ne concluons pas, 

I 

d’ailleurs, de ce résultat que l'analyse indique ici une 
valeur infinie pour l’intégrale delà fonction différentielle 

— , ce qui serait absurde. Nous devons remarquer , en 

■effet , que l^intégrale doit être complétée par une con- 
stante arbitràire.’Or, comme rien n’empécbe de stip- 
poser à cette constante* une valeur infinie négative,, il 
faut seulement conclure que l’expression générale 

C + ^^ - donne un résultat indéterminé quaûd 

m= — 1. En mettant cette expression sous la forme 

•, a désignant une constante (ce qui est 

permis) , et la considérant comme une fonction de m 

qui devient ^ lorsque l’on attribue à i» la valeur — 1 , 


on pourra en trouver la véritable valeur en appli- 
quant les règles données dans lés numéros 9V et sui- 
vants. Le rapport des coefficients différentiels des 
deux termes de la fraction' pris relativement à m est 

■ ■ ' ■ ^ et donne en faisant m = —1 , Ix—la 

pour l’eiipresslbti de la fonction cherchée. On sait ef- 


fectivement, parle caicui ainereuuei, que a. ix — — , 

X 

d’où résulte J'-—=. Ix , expression à laquelle on doit 


ajouter une constante arbitraire.'La valeur — 1 attribuée 
à l’exposant m entraînant un changement dans la nature 
de la fonction par laquelle l’intégfale est représentée , 
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Ibnction qui alors n est plus comprise dans l’expression 
générale C + — on est averti de cette circouslanco 
par la valeur indéterminée que prend alors cette ex- 
pression. ^ 

260. A l’égard des fonctions diilérentielles plus com- 
posées , on. ne parvient à les intégrer qu’en employant 
divers procédés dont l’objet est toujours ou de décom- 
poser la fonction j).roposée en d’autres fonctions diiléren- 
tielles plus simples qui rentrent dans quelques-unes des 
précédentes* ou d’en changer la forme par la substitution 
d’une autre variable à la variable x , afin dç la faire ren- 
trer également dans les diilérentielles dont les fonctions 
primitives sont immédiatement connues. Oh enfin . de 
fiiirç dépendre la recl^erche de l’intégrale demandée de la 
connaissance d’une autre intégrale qu’il est plus facile 
d’obtenfr. . 

Tel est l’objet du proçédé connu sous le nom. d’inté- 
gration par parties , qui est un des plus généraux dont 
on fasse usage.tdans le calcul intégral, ^lemarquous que 

. d.uv=udv+vdu ' 


donc réciproqu^ient 

uv = Judt^+Jtfdu; 

d’où l’on tire 

Judt>z=ui> — Jçdu. 


Ainsi, ayant mis une diiférentielle quelconque proposée 
sous la forme udv, c’est-à dire sous la forme du produit ^ 
"d’une fonction finie « de la variable x, par la fonction 
dUIéreulicllc dy dcfctte même variable (dont nous sup- 
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posons que l'On' connaisse l’intégrale »>), la reohêrche de 
l’intégrale Judv est ramenée à connaître Fintégrale 
fvdu. Il est superflu d’ajouter que l’expression de l’in- 
tégrale demandée doit toujours être complétée par une 
constante arbitraire , que nous avon^omis d’écrire dans 
l’équation précédente. * • * 

261. Pour faire concevoir par jm exemple l’utilité du , . 
procédé de l’intégration par partfes , soit la différentielle 
proposée cos. jcrfar. Nous considérons les deux fac-. ■ 

teursxetcos.jfrfx, dont le dernier a pour intégrale sin.ir. 
Ainsi , conformément à la formule générale précéjleiite , 
nous écrirons ' 


Jxcos.xdx = x.s'm.x — Jsia. xdx 

= a:.sin.x-pcos. X ^ 

et en complétant^’intégrale par une constante arbitraire 
nous avons . ^ ^ .. „ 

y = C+x.sin.'x+cos.x , 


expression dont l’exactitude peut être vérifiée parla dif- 
férentiation. Ajoutons que le succès de l’opération dé-* 
pend en général du eboix des facteurs dans lesquels on 
décompose la différentielle proposée. Si dans la diffé- 
rentielle précédente x cos. xdx nops considérions les 
deux facteurs cos. x et xdx, dont le dernier » pour in- 
tégrale ^ , nous devrions écrire , 

« 


/ , - Æ-'cos.x 

cos. X. xdx = 


2 

x'cos.x 


— (— sin.xdx) 

/ x’sin.c 

— T 


xdx 
2 ’ 
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en sorté que la recherche de l’intégrale demandée se trou- 
verait dépendre de la recherche d’une autre intégrale 
plus compliquée. On doit toujours décomposer ( s’il est 
possible) la dilTérentielle proposée de manière que l’inté- 
gration d’un des Acteurs et la dÜFéi'entiation de l’autre 
la ramène à pnè expression plus simple dont l’intégrale 
se présente immédiatement. 

262. L'opération db l’inté^ation des fonctions diffé- 
rendeUes peut d'ailleurs être facilitée par les remarques 
suivantes : * ' 

1° Lorsqu’une diilérentielle est alTectée d’un facteur 
constant , ce facteur affecte également l’intégralé 

* • * I 

dy=aTLdx donne y=C+aJ'Kdx. 

2° Lorsque la fonction proposée présente la somme de 
plusieurs didérentielles , l’intégrale dânandée est égale- 
ment la somme des intégrales de ces différentielles con- 
sidérées’ chacune k part 

efys=Xdx+X.,dx — X^dx . ■ ' • 

'donne * 

yr=C+ fXdx+fXdx—fX^dx. 

3° Lorsqu’une différentielle est de la formé , ou peut 
être misé sous la fohne 

. ; ' /(X).dx, , 

X désignant toujours une fonction quelconque de la va- 
riable X, on peut alors la traiter comme si X était une 
variable indépendante; en sorte que si F(x) représente la 
fonction de x dont la différentielle est c’est-à- 
dire si l’on a 

F(-r) ^J{{x).dx^ 
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on a «gaiement 

F(X)=//(X).rfX. 

Soit proposée , par exemple , la diifércntielle 
dy = x^~‘.s\n.{a-\rbfT)dx. 

ELn multipliant et divisant par mb on peut écrire 



mt.{a+bar).mbx^-'dx. 


Or, mbxT‘~' dxtsl la différentielle de la fonction a-*-bx^ 
qui se trouve sous le signe sinus. En posant donc 
X=o+ijc", nous aurons 


* gin.X.<«i 

mb 


dont llkitégrale est 


C 7 cos. X = C • 

mb 


mb 


cos.{a+bx^) , 


comme on le vérifiera en appliquant les règles de la 
différentiation. 


XXIV. tNTEGRATIOR DES FONCTIONS RATIONNELLES 
ENTIÈRES ET FRACTIONNAIRES. 

363. On entend par fonction rationnelle entière de 
la variable x toute fonction formée de termes où il 
n’entre que' des puissances d« cette variable dont l’ex- 
posant est un nombre entier. Telle est là fonction diffé- 
rentielle 

^ dy=z{a + bx*+cacf-^dxP>^‘etc.)djc 

dans laquelle a,b,c,..,. sont des constimtes quelconques 
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et m,n,p sont des nombres entiers positifs ou né- 

gatifs. Une telle fonction peot toujours être intégrée, et 
son intégrale estévidemment, d'après ce qu'on a vu dans 
l’article précédent, 


_ bæ!‘ + ‘ cx*+' • dxP+' 

y = L + ax + — + — H — +etc., 

/«+! n+t p+i 


G désignant la constante arbitraire. Il faut remarquer 
seulement que si l’exposât dé x dans l’un des termes 

était — 1, en sorte que ce terme lût —dx, son intégrale 


serait h.lx. 

De plus , la diflérentielle précédente s’intégrerait en- 
core de lamémemanière si les exposants m, n,p — avaient 
des valeurs quelconques non entières. 


SSii.. 8i l’on donnait la fonction difiérentielltf sous la 
forme ' 

dy = [a-\-bx^-\-ca^-^eus.Ydx^ 


r étant un nombre entier, on la ferait rentrer dans la 
précédente en développant parla multiplication la puis- 
sance indiquée. 

Mais si l’on avait simplement 

, dy z=[a+bx)'dx 
qui peut s’écrire ^ 

dy {a-{<bxYbdx ^ * 

b 

on remarquerait que bdx étant la diflérentielle de a-^Xj 
la fonction proposée se trouve dans» le cas dont il a été 
question dans lcn'’262, en sorte que l’on a immédiatement^ 
en posant a+èx= X, 
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De même si l’on avait 

<fy={à-^ bar‘yx"'—'da: , 
on trouverait par une remarque semblable 
n . {a+bjry + ' 

■ ■ / = Z-m(4l'P 

265, Considérons maintenant les fonctions fraction- 
naires rationnelles dont la forme générale est 

dy — dx , 

x!^-^px'~'-\-qX'—*-^ + r 

t 

a, b, c,.....yet p, q, t désignant des coefficients con- 

stants quelconques; m et. n des nombres entiers. Nous 
remarquerons en premier lieu que si l’exposant m dans 
le numérateur surpassait l’exposant n dans le dénomina- 
teur, on pourrait, par la simple division algébrique , 
changer la fraction qui multiplie dx eu une fonction 
entière à laquelle se trouverait ajoutée une nouvelle 
fraction dans laquelle le plus grand exposant de x dans 
le numérateur serait plus petit, d’une unité au moins , 
que le plus grand exposant dans le dénominateur. L’in- 
. tégration de la fonetton entière s’ellectuerait d’après ce 
qui a été dit danâ le n” 263. Ainsi , l’intégration de la 
diflércnticllc proposée sc ramène toujours au cas oùl’<n~ 
posant m est au plus égal à n — 1 . _ . 
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Cela posé, soit eu général 

/(■r) 

F(j;) 

une fraction rationnelle, F(x) désignant un polynôme en 
xdu degré n, delà forme et 

f[x) un autre polynôme en x du degré n — 1 au plus. 
Supposons qu’ayant écrit l’équation 

F(x)=^0, 


cette équation ait été résolue par les méthodes connues , 
et qu’on en ait déterminé en nombres toutes les racines 
réelles et imaginaires. Désignons par a, a,, a„ etc. les 
racines réelles; para+ÇJ/— t , <y, +6.|/CHÏ, |/=T. 

etc. les racines imaginâmes ; et par conséquent par x — a, 
X — a„ X — a„etc., les facteurs simples correspondants 
à chaque racine réelle; et par (x — »)*+6*, (x — 

( X — 3',)'+®.’, etc. , les facteurs du second degré correspon- 
dants à chaque couple de racines imaginaires. Supposons 
en premier lieu qu’il n'y ait pas de racines égales entre 
elles. On sait par la théorie des équations que le polynôme 
F(x) est égal au produit des facteurs simples ou doubles 
correspondants aux racines de l’équation F(x)=0; et 
nous remarquons que l’on peut toujours poser 


F(x) 


" , + ■ " ' + — — + etc., 

X — a X — a, X — a, 

Mx+N. ^ M.x+N. M.X+ N. 


3 

+ etc., • 


A, A„ A,, etc. ; M, M,, M„ etc; et N, N„ N,, etc., dé- 
signant des constantes ; puisqu’en réduisant les fractions 
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du second membre au même déjiominateur, le dénomi- 
nateur commun sera et le numérateur un polynomë 

en X du degré n — 1 que l’on rendra identique avec le 
polynôme /(x),, en posant n — \ équations du premier 
degré, c’est-à-dire autant d’équations qu’il existe de 

constantes indéterminées. La fraction proposée se 
trouvera décomposée de cette manière en fractions par- 
tielles de la forme , ou , ^ . '.Quant à ladétermi- 

X — a (x — a) +6 ^ 

nation des constantes qui forment les numérateurs des 
fractions partielles, on pourra l’effectuer très-simplement 
de la manière vivante. 

266. Proposons-nous de déterminer le numérateur 
A delà première fraction simple-^ — et posons pour 


abréger 


F(x)=(x— a).ï(x) 


en désignant par <p(x) le produit de tous les facteurs du 
polynôme F(x) à l’exception de x — a. Nous pouvons 
écrire au lieu de l’équation précédente 


F(x) 


A ^ »(x) 

X — a Ÿ (x) ’ 


•w (x) désignant une fonction entière de x, et si nous mul- 
tiplions les deux membres par F(x), il viendra 


/Ix)=Am + 

X — X* 


>(x).F(x) 


Or, si 1 on supposait x=a, la fraction multipliée par A 

0 ' 
deviendrait — , et donnerait pour sa véritable valeur, d’a- 
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près la règle des numéros 9i cl suivants, F'(a), tandis 
<[ue le terme suivant se réduirait à zéro. Donc ' 

yf«)=A.F'(a), ■ d’où 

en désignant par F'(a) la valeur que prend le coefficient 
di llérentiel du premier ordre de la fonction F (or) lorsqu’on 
y suppose x= a. Il est visible que les numérateurs des 
fractions simples suivantes se détermineront de la meme 
manière > et qu’on aura également 


/(«.) 

-F'(a.)’ 


/(g. 

F\aJ 


etc. 


11 n’est point à craindre d’ailleurs que les valeurs de 
F'(a), I^’(u,), F'(nJ, etc., ne se réduisent à zéro : cela ne 
pourrait arriver qu’autant qu’il y aurait au moins 
deux racines égales à a, a„ a„ etc., ce qui est contre la 
snpposition. 

267. Les numérateurs des fractions simples corres- 
pondantes aux racines imaginaires peuvent être déter- 
minées d’une manière semblable. Soit la fraction 

(X— a)*+6’ ■ 

on peut la mettre soùs la forme 

p_Qt/3ï P+Qt/^ _ 2P(x— al+2Q6 

X—OL — 

et l’on a M=2P, N= — 2Pa-+-2Q6. En employant le 
même raisonncm,ent qui vient d’étre présenté, on con- 
clura donc que les quantités P,. Q doivent satisfaire à 
l’équation 
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P-Q|/=ï= 


F'(«+el/^) ’ 


qui se partage en deux équations distinctes lorsqu’on 
égale séparément les termes réels et ceux qui sont af- 
fectés du radical imaginaire — 1, et qui suffit par 

conséquent pour déterininer les deu? quantités dont il 
s’agit. On aura delà même manière 


P.-Q.|/ZT=^^!üS|p, 

F(=,.+ë.K^i) 

puis • • 

M =2P., N.=— 2P.^+2Q.S.; M,=2P., N =— 2P.a.+2Q,e,;. 


et ainsi de suite. 


268. Si l’on suppose en second lieu que l’équation 
F(or)=0 posée dans le n" 265 a plusieurs racines égales 
à la racine réelle x= a, la décomposition de la fraction 


, f{x) 

proposée — 
On écrira 


pourra s’opérer de la 


miuiière suivante. 


/(■r)^ A A, A, Aj_,. ■^{x) 

F(x) (x — (x — af-' (x— a)*-’ "" x—a ^{x) 

en désignant par k le nombre des racines égales dont il 
s’agit ,'par A, A,, A,,'....Ak_, des constantes indétermi- 
nées ; par ^ (x) le produit de tous les facteurs du déno- 
minateur F(x^ à l’exception du facteur (x — a)‘, en sorte 
que l’on a (x — a)‘. f (x)=F(x); enfin pour <m (x) un poly- 
nôme entier en ^ dont le degré est inférieur à la plus 
haute puissance de x contenue dans <p (x). Il est visiblp 
qu’en réduisant toutes les fractions du second membre 


etc. 
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au même dénominateur^ qui sera F(x), on pourra rendre 
les deux membres identiques en disposant des constantes 

A,A„ A, A*_,. Pour déterminer les valeurs de ces 

constantes, nous remarquons qu’après la réduction au 
. même dénominateur 'dont on vient de parler l’équation 
préc^ente devient simplement 

<z)>.^(x)+ 

+A*_, (x— a)*- ■ (j:)+(x— a)*.«{a:) . 

Or en la différeutiant une , deux , trois fois, etc. , puis 
faisant après les différentiations x= a, cette équation 
donnera les suivantes, 

• • 

f (o)=«A.<p (a) 

. y (a)=A./ (a)+A,. v (a)+ 
y (à‘i=A.<p" (a)+A,.2T' («)+A,. 2, (a) 
/’"(a)=A.?'"(«)+A..3f(a)+A,. 6?'(a)+A,. CyCa) 
/^(a)iaA.î'’'(a)+A,.4?'"(a)+A,.12T"(a)+A,.2*f'(a)+A^.24T(a) 
etc. 

au moyen desquelles les valeurs de A, A,, A,, Ai_, 

pourront être calculées successivement. Ces valeurs dé- 
pendront , comme on le voit, des fonctions, dérivées suc- 
cessives de la fonction f (x), qui est coimue, puisqu’elle 
est le quotient de la division du dénominateur F(x) 
par (x — a/. Mais si l'on ne veut point calculer cette 
fonction, on remarquera qu'en prenant dans l’é- 
quation 

F(x)=(x— a)*.?(x) , 

les coefficients différentiels ou fonctions dérivées des di- 
vers ordres de chaque membre on trouvera généralement 
pour l’expression de la fonctiou dérivée d’un ordre quel- 
conque désigné par t. 


^ 289 — 

FiO(x)=: K^7-\){k—2)....{k—i+i)[x—a)>-‘ .y (x) 

+ 1)(^— 2)....(A— ^2)(:c— a)*-+i.y' (^) . 

f^). 

,i(t~l5(i— 2) 

H .A(^—l)(^— 2). ..,(#— i+4)(j:—a)*-'+3.;"'(^) 

+ ••••.-■ ■■ ,\r 

+ 

'*’ 4 -^ — <*)*,• •fW(j') 

d où l’on voit facilement qu'en faisant a dans 
les fonctions dérivées des ordres k,k-^\,k+^, etc. , il 
viendra • 

(")= 1)(^— 2).......2.l9 (a) 

Fl*+.)(a)= (^+1)-^(A-1 j(^^ 2),..,...2.1?' (a) 

î,^„) 

elc. ■ ■ 

équations par lesquelles les quantités ç(a), y' (a), 
etc., se trouvent dé terminées au moyen des valeurj que 
prennent les fonctions dérivées des ordres k, , k+<i 

etc. , du dénominateur F (x) lorsqu’on y fait x = a. 

269. S’il existait dans l’équation F(x)=0 d’autres ra- 
cines réelles égales entre elles , par exemple k racines 
égales à a„ on concevrait de même que la présence du 
facteur (x a,)'* dans le^polynome F(x) donnerait lieu 

dans la décomposition de la.fraction proposée à la 

r ^ r F(X)* 

presenCp' des fractions simpl$s. 

(X— ajk (x— ^(x— "^x— 

19 

' \ 
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et l’oQ emploierait pour le calcul des constantes A, Â,, 
les formules données ci-dessus, dans lesquelles 
il ^udrait regarder ^(ar) comme représentant le quotient 
de la division de F(x)par le facteur (ÿc — «,)'■. lien serait 
de même s’il se trouvait un plus grand nombre de raéines 
multiples. 

270. Ces "procédés s'étendront d’ailleurs facilement 
au cas où il y aurait des racines imaginaires multiples 
dans l’équation F(x)=0. Si l’on représente en efïet par 

j^(x — a) J Pmi Jes facteurs du polynôme F (x) , et 

si l’on veut déterminer les fractions simples aux- 
quelles la présence de ce facteur doit donner lieu , on 
écrira 

^(x) Mx-fN MiX+N, _ l\I,x+N, _ ^ »(x) 

F(x) ~ i(x_a)‘+6»]‘ [(x-.)'+6*]‘- [(x-a)’H-S*]‘->'’" 

en désignant par ÿ(x) le produit datous les facteurs dont 
se compose le polynôme F(x), à l’exception du facteur 

• Lorsqu’on réduifa le second membre 

au même donérainateur, cette équation deviendra 

/Ix)=(Mx+N).ç(x^-HM.x-t-N,)[(x— «)’+€‘].ç(x)+....+[(x-«)’-l-ê’]‘.<»(x). 

Si l’on prend les différentielles successives, puis que l’on 
donne à xles valeurs x=* + e|/HÏ réduisent à zéro 

le facteur (x — 7)’+ft’, on obtiendra, en remarquant que 
chacune de ces équations se partage en deux lorsqu’on 
égale séparément les partias réelles et les parties imagi- 
naires , le nombre d’équations nécessaires -,^ur la 
détermination des constantes M et N, M. et Ni, M. 
et N„ etc. 
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Il en serait de même si le dénominateur de la frac- 
tion proposée présentait d’autre/ racines i^ginaires et 
multiples. ** 

271. Revenons maintenant à l’intégration de la fonc- 
tion différentielle 

♦ 

, ax"-\-bx^ -'-\-cx''—*+ +/* J 

(lY— ■ ax 

x'+px^—'+qx^~*+ + t 

que nous nous sommes proposée n° 265. D’après ce 
qu’on a vu dans les numéros précédents , on pe|^ tou- 
jours, par la décomposition de la fraction qui multiplie 
dx en fractions plus simples , faire dépendre cette inté- 
gration de celle desdifférentielles suivantes , 

Adx Adx (MLr+N)dlr ^ 

X— a’ (x— «)* ’ (x— a)’-K* ’ [(x— »)’+€’]* ' 

tout se réduit donc à intégrer ces dernières différentiel- 
les. Or, en se rappelant ce qui a été dit n* 259, on voit 
sur-lè-cbamp , 1® que ’ 


S 



4 . 

donne .j'=C+A./(x — a). 


G représentant toujours la constante arbitraire intro- 
duite par l’intégration ; 

2* Que 



Adx 
(x— a)l 


donne 




A 

(é—l)(x— «)*-■■ 


272. a® Que 

» 


dy — 


(Mx+N)rfx 

(X— 


M{x^— «)<ix 

(X— »)’+€■ 


Ma+N dx 
6 6 
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donne 


M „ *5 M«+N ^ x—cc 

y=C+ ^ — a) +€^+ — ■^ — . arc. tang. 


273. 4.'' Enfin, qu’à l’égard de la fonction différen- 
tielle ; 

(Mx+N)<ix M(.^-»-«)rfj:'+(M«+N)^ 

[(X— «)’+6*]* “ [(X— 

la première partie 

M(x — a)dx 

. [(x-«*+r]‘ . 

a visiÙement pour intégrale * • 

r M 

2(/t-l)[(x— «)•+€'?- ’ 

• ' P* * 

et quant à la seconde partie 

Ma+N dx 
(Ma+N)dx e>*-‘ e 

t(x_«)’+6’]* 

qu’on peut eireffectuer l’intégration comme il suit : . 

^ . J 

Posons ^ -=f,^’où— cette dernière diffé- 
rentielle deviendra 

Ma+N dt 
6*‘t* ■ (t’+l)*’ 

« 

en sorte qu’il s’agit d’intégrer la fonction différentielle 

di 

(t’+l)‘ ■ 

Or^ cette fonction pouvant se mettre sous la forme 
suivante ( en ajoutant et retranchant t'dt au numé- 
rateur) 
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dt Ûdt 


on a donc 








1*’ 


f' dt P dt (' 


t'dl 

(iW 

t'dt 


dt 


Mais en considérant dansl’intégrale^ (^*+1)*^ deux 

facteurs ^ et ) et appliquant le procédé de l'in- 

Â V* “T~*J 

tégration par parties conformémenb a ce qu’on a vu dans 
le n“ 260 , il vient ^ 

/ t’dt t 1 rdt 1 

(£’+l)k 2 ' (A— V "2 (A— l)(£>-hl)*-‘’ 

et en substituant dans l'équation précédente^ 

/ dt t _ 2A— 3 P dt 

(£•^-l)* ~ 2(A— 1)(£*+1)‘‘— "** 2(A— 1) J ■ 

Ainsi l’on fait dépendre l’intégrale cherchée d’unerautre 
intégrale de même nature, dans laquelle l’eiposant A du 
dénominateur est diminué d’une unité. En continuant _ 
de la même manière on trouve pour l’expression de l’in- 
tégrale dont il s’agit 

4-î ' k-J k-^- 

1 2 £*+i ^ 2 jt'+ir , 


(f+1)* 2t£*+l)*- 



-l A— 2’A— 3‘ A— 4 
3 5 7 53 

2*2* 2 2 2 (£*+!)*-• 


- 2 2 2 


A — 1 A — 2 A — 3 

1 Ë i 

2 2 


3 2 


A— r A— 2 A— 3 


2 i 


, arc. tang. £. 
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s tan tes quelconques , et c une quantité constante posi- 
tive. On peut toujours alors rendre cette fonction ra- 
tionnelle, et par conséquent en effectuer l’intégration au 
moyen des procédés qui ont été présentés dans l’artidé 
précédent. 

Eh premier lieu , lorsque le signe du terme caf est+, 
on posera , en désignant par t une nouvelle variable , 

\/a+bx-\-cx'—t — l^.x, ou a + bx = t' — ^\/c.tx-, 


d’où 

t'—,a 


et dx = 


S(\^.f+bt + al^)dt 
Xak'é.t+t)’ 


valeurs dont la substitution rendra évidemment la fonc'- 
tipn proposée rationnelle. 

276. En second lieu , lorsque le signe du terme ex' est 
J la fonction proposée deviendra également ration- 
nelle si l’on pose 


\/a+bx — c*" =xt— yâ. 


ou 


‘CX SS Xt • 


-2|/a.r; 


d’où 


X— ■ 


c+?' ■ 


et = 


aCcJ/ a — bt — y a.^)dt 


(c+t’] 


« 

Mais comme cette transformation , dans le cas où la 
quantité a serait négative, introduirait des termes imagi- 
naires dans la différentielle proposée , on peut alors pro- 
céder de la manière suivante. Remarquons que l’on est ici 
censé opérer sur des quantités réelles , et par conséquent 

sur des valeurs de x telles que le radical \/ a+bx — ex' 
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soit réel. Donc le trinôme a+bx — ciif a des valeurs 

positives; d’où il suit que l'équation ar’ — 

a ses deux racines réelles. Représentons par p et p^, ces 
racines. Nous poserons , 


ork-bx—cx'= c{x—p)[p—^)=[/c(x—p)t , ou p—x=(x—p)f-, 


d’où l’on déduit 


f+1 ’ 


et 




Ces valeurs rendront rationnelle la différentielle pro- 
posée sans y'ûdroduire des quantités imaginaires. 

277. L’irrationnalité d’une fonction différentielle peut 
également disparaître lorsqu’elle résulte de la présence 
de deux radicaux différents du premier degré , tels que 

]/ a+x, \/ ô+x, en écrivant 

d’où xms^ — by dx=2t.dt. 

Cette transformation fait disparaître le second radical en 

donnant au premier la forme (/a— ce qui ra- 
mène la fonction proposée au cas du n° 275. 


278 . Nous Ihdiquerons les applications les plus simples 
des procédés qui viennent d’être exposés. 

Soit « »• 



la transformation du n° 275 changera cette différentielle 



, ^ 2dt • 

dy— — :: . 

2^/ c.t+b 
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^ = C+ l (2|/c.«+ i) ; 

K c 


ou en remplaçant t par sa valeur en x, 

jr = C + -A :- 1 (b+2cx+2iyël^ a+àx+cx^) ; 
c 

ou, ce qui revient au même, 

l 

,r=CH z-i( — 7 Z + yc.x+ya+bx+cx'). 

yc \2Uc 

c désigne toujours la constante arbitraire introduite par 
l’intégration 


279. Soit 


dy = 


’dx 


* y a •\-bx — ex' 


Si l’on emploie la première transformation du n" 276 , 
cette différentielle se changera en 

ÉL 

. 2dt , 2 

C 

dont l’intégrale est ** 

' 2 t 

• jr=C——. arctang. , 

Kc K c 

et en mettant pour t sa valeur en x 


„ 2 y a^y a+bx — ex' 

>•=0— — . arc tang. — — i 

Kc V e.x 
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Si maintenant l’on emploie la seconde transAn*- 
mation du même numéro, la diflérentielle proptosée se 
changera en 


lfy=z — 


2 dt 

Vc^' 


y = C — — . arc tang. t; 
y c 


dont l’intégrais S$1 
et en remplaçant t par sa valeur 

ou (puisque p et c, sont respectivement les racines de 
l’équation Jr’ — 


.,2 \ / — 

|•=C . arc tang. \/ — 

• J/ë ^ ' 


2cj:+6+I^ hac+b' 


1cx—b-\^^ ^ac+b' 

Ce* deux expressions de l’intégrale demandéej', peu- 
vent être employées et ne diffèrent l’une de l’autre que 
par la valeur de la constante arbitraire. 

280. Dans le cas particulier où la différentielle propo- 
sée serait 


djr = 


dx 


on aurait a=l,è=0,c = l. La* formule du n' 278 don- 
nerait 

y=G->rl{x-\-V\+x'). 

281. Dans le cas où cette différentielle serait 

dx 


dy. 
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on sait que l’on aurai tjy= G + arc sin. x. En effet , la 
première fonnule du n° 279 donne 

1+1/1— X* 


^Œ=C — âarctang. 

Soit arc sin. x=if : cette expression deviendra 

1 

^ COS-® 

„ - 1+cos.® „ „ 2 _ 

j'csC— 2 arc tang. -—7^ — - s=C — 2 arc tang. ^ =c C +«p. 

^ sin. — P 

2^ 

^ De même , la seconde formule du ja* 279 donne 

■ 

^^=0 — 2 arc tang. ; 

° 1+j: 


c’est-à-dire 




1 — X 


t + JC 

— arctang. , 

1+^ 

1 + ar 


ou 


^ 1 — ^ cos.* „ /jr \ „ 

C — arc tang = 0 — arc tang.-: — =C — = C+f. 

282. Remarquons, d’ailleurs, que l’on pourrait dé- 
duire l'intégrale de la fonction différentielle 

dx 


dx= 


^'1-x* 

de la formule du n“ 2^8 en y faisant a ^ 1 , J = 0, c= — 1 . 
On trouverait ainsi l’expression imaginaire 

j^=Gh — — . / (xi^ — 1+ 1^1 — x’). 

Pour que cette expression s’accorde avec l’expression 
réelle^ = C+arc sin. x, il est visible que l’on doit attri- 
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buer dansrune etl’autrela même valeur à la constante ar- 
bitraire, puisqu’elles donnent égaleraentj^K C quand on 
y fait x= 0. Donc 

arc.sin.x = — - — .iCx]/' — — x’), 

K-1 

ou 

sin.if). 


équation qui s’accorde avec ce qu’on a vu dans l’arti- 
cle XII. 

283. Nous remarquerons encore que pour effectuer 
l'intégration de la* différentielle < 


dy = - 


dx 


aybx — ex’ 

il peut paraître plus simple de ne pas employer l’une ou 
l’autre des transformations dont on a fait usage n° 279, 
et de ramener immédiatement cette "différentielle à la 
dt 


forme 


dy = 


. On aura de cette manière 
dx 


w /% g% 


dx 


dx 
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dont l’intégrale est 


ou 


v=C+ — 

Vc 


arc sin. 




T 

4c* 




y= C + arc sin . 

^ y~c 


2cx — b 
V' \ac+b' 


Cette nouvelle expression ne diflére encore de celles qui 
ont été données n“ 279 que parla valeur de la constante 
arbitraire. 

On pourrait ramener de la même manière la différen- 
tielle 

dx * 

y^a+bx-^cx' 

' > . 

dt , V - ** 

à la suivante - , ■■ , dont l’inté^ale a été donnée 

Kl+P * 

n'‘ 280; mais on n’obtiendrait pas ainsi une expression 
plus simple que la formule du u’ 278. 


Différentielles binômes. 

284. Cette expression désigne les différentielles de la 
forme * 

£ 

dyz=dx. x^-'[a+bX")i 

*■ 

a et i désignant des constantes, m et « des nombres quel- 
conques, P et q des nombres entiers. Nous remarque- 
rons en premier lieu que la généralité de cette fonction 
n’est pas diminuée lorsque m et n sont supposés entiers, 
et même lorsque n est supposé positif. En effet , on pas- 
sera du cas général à celui-ci par des transformations 
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« 

très-faciles. Cela posé , nous devons chercher en premier 
lieu les cas où la diilérentielle précédente peut être ren- 
due rationnelle. 


1” Si l’on pose 
d’où 



a+bx" , 


et dx=dt. 


qtl-' 

~Tr\TT~ ) 


la différentielle proposée se changera en 


dy=dt. 



■*« 


Elle deviendra donc rationnelle si 


m 

n 


est un nombre en- 


tier. 

2“ Si l’on pose 
d’où 





et 



a 


la différentielle proposée se changera en 



Elle deviendra donc rationnelle si — 4-^ est un nombre 

n q 

entier. 

Ces deux cas sont les seuls pour lesquels on soit assuré 
de rendre la différentielle binôme rationnelle. 
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285. Nous pourrons , d’après ce qui précède , intégrer 
toute difierentiellé de la forme 

P ' L 

tfy=F\_x^,{a-]-bx’‘)i, (a+ij?*)*. (a+ij::»)», etc.]x"— ’.rfx, 

'w. n,p, q, r, s, t, u, etc., désignant des nombres en- 
tiers , et F une fonction rationnelle des quantités conte- 
nues dans la parenthèse. En eliet , la fonction proposée 
deviendra rationnelle si l'on pose 

« 

a+bx’‘=t<i‘ 

P'* 

On intégrera également toute différentielle de la 
' forme ' 


J /a+Ax»V /a+èar*V T 

'*’=’^L""<3+ÿï) ’ - (^) ’ '“ J 


x'-'.dx-, 


cette différentielle devenant rationnelle lorsqu’on pose 
a+bx’' 

Ml*... 

al+l/x- 

286. Lorsque la diOérentielle binôme 
dj'=dx.x"—'{a+bx*y 

désignant un nombre fractionnaire) ne peut pas être ' 
rendue rationnelle , on cherche à la réduire à une forme 
plus simple en dominant les exposants?» ou p. Ces ré- 
ductions s’opèrent au moyen de l’intégration par parties, 
dont le principe a été indiqué n" 260. 

1° m étant supposé positif, on diminuera cet expo- 
sant comme il suit. Ou a 

■ x^—''{a-{-bx“y.x*—'dx 
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ou , 

x^—*(a+bx*y+' m — n , 

— TTTTTTT ■(a+6x«)^+>. 


n{p+\)b 


n{p+i)b 


Mais 


fdx.x'*—'~'{a-+-bx*)p+'= {a+baf'Y (a+6j:*)<ir 

= afdx.x^—'—' {a+bx^]p-\-by : 

doue 

x^-»'a+bx’)P+' ‘ m — n [ni-^n)a ^ , 

^=— ÏÏÎTBjî i 

OU enfin 

T 

j:"— * (a^ba^y + ' — {m — n)a f djc-x"—*—' {a+bx")P 
{m->rrtp)b 


On a fait dépendre l’intégrale demandée d'une autre 
intégrale de même forme , dans laquelle l’exposant m — 1 
est diminué du nombre n. En continuant à appliquer la 
même formule on diminuera cet exposant du plus grand 
multiple de n qui y soit contenu. 

2° P étant supposé positif, on diminuera également 
cet exposant de la manière suivante * 

y— f dx.x"—‘ {a+bx^y—' ia+bx") 

=a Jdx.x"~‘ {a+bx”y~' +bf dx.x" + '‘—' {a+bx"y—'. 


Mais la formule du numéro précédent donnera, en chan- 
geant m en m+n, et p enp — 1 , 



dx.x"+'‘-'(.a+bx’‘y- 


x*(a+b^y — maf dx.x^—'(a+bx^)p~' 
{m+np)b 


et en substituant cette valeur dans l’équation précé- 
dente il viendra 


x"{a+bx")p+npaf dx.x"~‘ {a+bx^y—' 
m+np 
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Au moyen de cette formule, l’exposant p peut dans la 
<liflérentiellc proposée être diminué du plus içrand 
nombre entier qui y soit contenu. 

3" Si l’exposant m était négatif on emploierait la for- 
mule suivante. On a d’après ce qui précède 


da: X" — ’—'[<i+bx’y= 


X"— (a+bx’')i‘ + ‘—{m+iip)b f dx.x"—' {a+bx")p 


/‘ 


{ni — n)rt ’ 

puis en mettant — rn+n au lieu de m, on a 
‘^"ia-^l'^)'‘-^‘M'’‘—n—np)bfdx.x^+’‘-<{a+bx-)P 

m/7 ' 


Si 1' exposant P était négatif, on remarqueraitque, 
d’après ce qui précède, 

fdx.x«^->{a+bx^y-i=- ^ia+b^)-^{m+np)fdx.x-^-^{a^bx^f 
J npii ' 

puis en mettant — p+i au lieu de p, il vient 

x"{a+bx'’)-P+'—[m-irn—np)fdx.x^-' [a+bx^)-p + • 
n[p — i)a 


^lx.x“—'{n+bx’‘)—P.= - 


Les formules précédentes ne pourraient pas être em- 
, plcyées sironavaitTO+n/> = 0 ou m — n = 0. Mais dans 
ces deux cas la diflérentielle binôme j)eut être rendue 
rationnelle, conformément h ce qu’on a vu dans le 
n" 284. Remarquons , d’ailleurs , que dans les cas mêmes 
où cette diflérentielle est rationnelle, ou peut être rendue 
rationnelle , l’usage des formules de réduction dont il 
s’agit est généralement le moyen le plus simple d’obtenir 
l’intégrale demandée. On a vu un exemple de cette ma- 
nière dans le n" 273, 


20 
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38T. Prenons encore pour exemple la dillérentielle 


' dy=i 


x'dx ^ 

yax—x'~ 


(a—x) * . 


Nous emploierons la première formule du numéro 
précédent dans laquelle on fera /n=r 4 - n = i,j> = — 
b= — 1 , et l’on trouvera ainsi 


r= 


x^>\/ ax — x‘ 
r 


+ 


( 2 r — i)a n x'—'dx 

2T“ J 


En continuant à appliquer la même formule , on par- 
viendra évidemment à la différentielle 


dx 


l>^ax — X’ 


> 


qui rentre dans les cas traités dans les numéros 279 et 
suivants , et -dont l’intégrale qui s’obtient immédiate- 
ment d’après ce qu’on a vu n* 283, est 


C-f-arcsin. 


.2x — a 
a 


XW!. INTÉGRATIOK DES FONCTIONS DIFFÉRENTIELLES 

LOGARITHMIQUES, EXPONENTIELLES ET aRCULAIRES. 

288. Les intégrales des fonctions différentielles de cette 
nature nes’obtiennent sousforine finie que dans quelques 
cas particuliers. 

On voit en premier lieu , conformément à l’une des 
remarques qui ont été faites dans le n“ 262 , que si 
l’intégrale delà fonction différentielle dx f[x)csi connue, 
on connaîtra également les intégrales des fonctions diffé- 
rentielles 
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— .f{^x),dx.e*.J{(^), dx .cos.z'^^sia.x), <fx.sin.f y^cos.x), 

X 

dx _ , dx _ . , <£r ^ , 

— — j.yXarc tang.x), ./lare sm..r), — == ./larccos.x) . 

1+-T kl— X* kl— ? 

On reconnaît également que le signe f désignant une 
fonction algébrique des quantités ailectées par ce signe , 
on pourra rendre algébriques les fonctions différen- 
tielles 

’dx.JXe^) , dx/(sm.x, cos.x) , 

en posant e* pour la première, et sin. x=t ou cos. 
x=tpourla seconde. Par conséquent, ces fonctions pour- 
ront être intégrées lorsque la fonction f sera ration- 
nelle , ou pourra être rendue rationnelle. 

Il en sera de même si l’on a sous le signe de fonction^ 
les quantités sin. 2x, sin. 3x, sin. hx, etc., ou cos. 2x, 
cos. 3x, cos. hx, etc., parce que les sinus oü cosinus des 
arcs multiples peuvent être exprimés rationnellement 
au moyen des puissances du sinus ou du cosinus de 
l’arc simple par des formules qui se déduisent immédia- 
tement du théorème de Moivre. (Voyez numéros 117 
et suivants.) 

289. On voit aussi que les fonctions différentielles 
transcendantes peuvent quelquefois être intégrées lors- 
qu’elles sont de la forme 

dx.Pz ’ , 

P désignant une fonction algébrique, z une fonction 
transcendante dont le coefficient différentiel du pre- 
mier ordre est algébrique, et n un nombre entier po- 
sitif. Tel serait le cas où l’on aurait z = /. yi[x) ,r = arc 
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lang./{x), en désignant par^/t-r) une fonction algébrique 
de Z. A 

En effet, en intégrant par parties la différentielle pro- 
posée , il viendra, en posant Q^=J'dx.P, 


J' <ir.Pz" = Qz“— n J' dxQ.z—'^^; 

puis en posant R = Q on aura également 

« 

J' ^ir.Qz'— ^=Rz"-'— («— 1) J* «far.Rz— 

dz 

puis en posant S = f dx. R — , 


j' rfx.Rz»->^=Sz— *— (n— aiy' dx.Sz"-^^-, 

et ainsi de suite. Une opération analogue donnerait en- 
core le moyen d’intégrer la fonction proposée si l’expo- 
sant n était négatif. Cette opération donnera l’intégrale 
demandée si l’on peut tcouver l’expression finie des quan- 
tités désignées par Q , R, S , etc. 

290. Un exemple simple de l’opération dont il s’agit , 
est l’intégration de la (différentielle 


dy = dx{JbcY, 


qui donne , n étant un nombre entier positif, 

f « «(n — 1) — 1) — 3.2.1"|-. 

y=C+x{lxY[l-j^+-^. - ^ (/.r)» J- .. 

Soit encore 

dy = dx.x—'(,lxY, 

il viendra 
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^ a L cilx a'{lx)' ' a^^lx)" J 

291. L’intégration par parties donne de lu même ma- 
nière l’intégrale de la différentielle 

(fy=dx.x^c^. • 

On a en effet 

dx.x"e^*= J dx.x^—'e“*-, 

a a 

et.en appliquant la même transformation à l’intégrale 
du second membre , il viendra 

/ix.x-e-=C+— I 

a L ax a x J * 

« 

On trouvera par le m^e procédé 

r <£r.J!:*cos.aj:=C4!— (sin. aarfl — ^^jc tc. I 
•• a { L a x J 

[ n n{n — l)(/i— 2) T') 

* 

ù 


+COS. 


Lax 


— sin.^l ' 
1.1 


a^x^ 

f r 



«•a;* ^ J 


n n(n — l)(/i — 2) 

ax a^x^ 


fetc. J I . 


292. L’intégration par parties donnant 

Jdx. 

/ 


, e°*co&.bx b ^ , 

e“*cos.nj7= 1 fdx.ef‘*s\n.bx 

a a 


dx.e/^%m.bx=- 


e^^àxi.bx b 


f dx.e^*co%.bx, 


on tire de ces deux écjualions 
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/ . 1 . « acos.bx+bam.bx 

<ir.e"cos.6x=Cf r-r:: «*' 


dx.e**sia.bx=C- 


a‘+b‘ 
asin . bx — beos, bx 

f— e^. 

a'+b' 


La connaissance de ces deux intégrales mettrait à 
même d’intégrer les diüérentielles e?x.x" e“' cos. ix et 
<Lc.x"e“'sin. bx, par le procédé dont on a fait usage dans 
le numéro précédent. 

293. Lorsque les difiérentielles contenant des fonc^ 
tions transcendantes ne peuvent être intégrées sous 
forme finie, on cherche au moins à les faire dépendre de 
fonctions plus simples. Parmi les formules de réduction 
employées à cet cllét nous distinguerons celles qui con- 
viennent à la différentielle 


<ir.sin."x.cos.*x , 

m et n représentant des nombres quelconques positifs ou 
négatifs. 

On ^eut remarquer d’abord que cette différentielle se 
ramène facilement aux différentielles binômes , dont on 
s’est occupé dans les numéros 2811' et suivants. En; 
effet on a 

B 

dy=dx . siiK“x(l — sin.’x)* ; 


puis en posant sin. x = t, d’où dx— 


dt 




fonction qui deviendrait rationnelle si n était impair. 
On pourrait donc employer les formules de réduction du 
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n* 286. Mais il conyient mieux d’t^érer directement 
sur la différentielle proposée.- 

1“ Si l’exposant m est positif, on diminuera cet ex- 
posant sans augmenter n, en observant que 

« 

/sin."— 'j.cos.’jj. sin.a'dx. 

Donc 

sin,“— 'j:,oos.»+'jr m — 1 


«•+•1 


+ Jdx.s\n.i‘-‘x. cos."-***j?, 

«+1 


ou 


8in."-'x.cos.»+'j: m — 1,,, . 

+ ry«ir.»in.»-*j:.cos.*J:— J'], 

71+1 71+1 


équation d’od l’on tire 

sin."*~ ' x.cos." ’ ar. m — 1 


.sin .“x.cos .*x= 


77»+7* 


+ f <£r .sin."~*J:.cos ."a:. 

777+71 


2® Si f exposant 71 est positif, on diminuera cet expo- 
sant sans augmenter m , en employant la formule sui- 
vante , que l’on obtient d’une manière semblable , 


rfx.sin.“a;,cos."j:= 


sin.'"-+-'j:.cos.*— 'X n — 1 , . 

H /<£r.sm.“x.cos." *x. 

771+7Ï 771+7» 


3® Si l'exposant m est négatif, on remarquerait que 
l’on tire de la première équation qui vient d’être ob- 
tenue 

/ sin.“-'x.cos.''+'x 77J+7» , , 

<ir.sin."-’x.cos."x= + 7 /dx.sin."x.cos.«jr-, 

771 — I m — 1 

et en changeant m en — 7 t»-|-2 , 
cos.'j: cos." + 'x 


/•^î 


sin."x 


(771- 


OS." + 'X 77» 71 2 r COS.*X 

-1)810."*— 'X ^ 771 — 1 »/ sin.^-’a 
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4" Ën6n, si l’exposant n était négatif, on remarque- 
, rait également que la seconde des équations qui vien- 

• nent d’étie obtenues donne 


/ 


J . siD.”=+'j;.cos."— 'J- m+n , , , 

ax.sin."j:.cos."->jr= 1- -r — f dx.smrjrjios 

n — 1 


«— t- 

et en changeant n en — n-t-2 , 


/ 


dx 


6'- 
sin.^x 


sin.* 


cos."x {ri — l)cos."~'x 


+ 


n—m—é r , 

— / dx 

n — 1 J 


sin.™x 

cos."~*x" 


294. Parmi les cas particuliers compris dans les for- 
mules précédentes on peut distinguer les suivants ; 


/ • si 

<ix.sin."x = 


sin."— 'x.cos.x m — 1 

1 Jdx.sm.*‘~‘‘x 


/ , sin.x.cos."— ’x n — 1 

rfx.cos."x= 1 /</x.COS."->X 

n n 

dx cos.x _ m — 2 /* dx ’• 

J siii.^x (/»— l)sin."— ’x^m — 1 J sin.^-'x 

/ dx sin.x n — 2 , P dx 

cos."x {n — l)cos."— 'X n — iJ cos."“*x 

/ sin."x r tang.”— 'X , , 

r cos."x r cot."-'x 

/ dx- = / rfx.cot."x= jrfx.cot."-’x. 

J sm."x J n — 1 


295. D’après les réductions indiquées dans le n» 293 , 
on fera toujours dépendre l’intégration des différentielles 
de la forme dx. sin. "x. cos. "xde l’intégration d’autres 
différentielles de la même forme , mais dans lesquelles 
les exposants m et’ n ne dépasseront pas 1 et — i . Et 
lorsque les exposants met?» seront des nombres entiers 
ffuelronques positifs ou négatifs , l’intégration de la 
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différentielle proposée se trouvera dépendre définitive- 
ment de l’intégration de l’une des neuf différentielles 
dont nous donnons ci-dessous les intégrales , savoif : 


cLr = C-|-jr, ^dx.sw.x.cos.x=C+^.sin.’x, 

/ —. ^ =C+/.tanff.j:, /”«fjr.simjj=C — oos.or, 

sin.jr.cos.x • 

/ , sin.a: _ , f dx ^ , x 

dx ; =C — l.cos.x, I =C+/.tan". — , 

cos.a: ’ J sin.x ” 2 

^ /» 

I / COS «27 

/ rfj:.cos.j:=C-t-sin.j:, j dx - — ^ =C-l-/.sin.j:, 

f — — =C-|-Atang.^j-+-^\ 
cos X ° \4 2/ 


SID. a: 


Ainsi , dans le cas où m et n sont des nombres entiers , 
on obtiendra toujours sous forme finie l’intégrale de la 
différentielle dont il s’agit. 

Nous remarquerons enfin que l’on pourrait égale- 
ment intégrer les fonctions différentielles de cette espèce 
en remplaçant sin."'j: et cos. "a: par leurs expressions en 
fonctions linéaires des sinus , et cosinus de l’arc x et 
de ses multiples qui ont été données dans les numéros 
136 et suivants , expressions composées d’un nombre dé- 
terminé de termes lorsque m et n sont des nombres en tiers 

V 

296. La différentielle 



■ rfx.sin.’"a:.cos."j7 

pouvant elre intégrée sous forme finie lorsque/» et/isont 
entiers, il est évident qu’en opérant comme on l’a fait 
d.ins les numéros 291 èt suivants on intégreni dans le 
même cas la différentielle 
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rfx.j;'.sin."’x.cos.*j? , 

l étant aussi un nombre entier, ou plus généralement 
la différentielle 

dx.V sin ."X. cos.*x , 

P désignant une fonction rationnelle et entière d^ x. 
Les différentiellei de la forme 

<ir.P(arcsin.x)" ou <ix.P(arccos. x)“ 

se ramènent aux précédentes en posant 
x=sin.r où x=cos.t. 


XXVII. INTÉGRATION PAR SÉRIES. 


297. Une fonction quelconque pouvant en général 
être développée en une série ordonnée suivant les puis- 
sances entières.de la variable , on peut obtenir sous la 
même forme l’expression de l'intégrale d’une différen- 
tielle quelconque. Ainsi , comme l’on a en général d’a- 
près le n* 81 


f'n fn 0 

/x=/0+/0.x+-^-^x'+y ^ x‘+etc.. 

on aura également 






C désignant la constante arbitraire qui doit être ajoutée 
pour donner à l’intégrale la généralité nécessaire. Cette 
expression en série de l’intégrale //ilr. J"x peut être em- 
ployée toutes les fois que la série est convergente. 

Nous remarquerons de plus qiie si la série qui donne 
le développement de Jx est convergente, la série qui 
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donne le développement de / dx.fx le sera à plœ forte 
raison. En effet , le développement de fx ne peut être 
convergent qu’autant que le terme complémentaife 




{Voyez n*86) 


devient plus petit que toute grandeur donnée, pour les 
valeurs de x comprises entre 0 et x , lorsqu'on augmente 
indéfiniment le nombre (*. Soit Q la plus grande valeur 


du facteur 


Z'" (6^) 

2.3.* f. ' 


Si la condition énoncée subsiste. 


il est visible quelle subsistera pour la quantité 


Q 


Æ“ + * 


et à plus forte raison pour le terme complémentaire de 
la série qui représente l’intégrale 

298. Lorsque la fonction fx se trouve dans les cas 
d’exception qui ont été remarqués numéros 88 et sui- 
vants, c’est-à-dire lorsque le développement de cette 
fonction contient des puissances fractionnaires ou néga- 
tives de X, on peut également employer ce dévelop- 
pement pour obtenir l’expression de l’intégrale jdx.fx 
en série , expression qjii pourra servir au calcul numé- 
rique de cette intégrale si la série est convergente. 

299. L’intégration par série est quelquefois le pro- 
cédé le plus simple que l’on puisse employer pour ob- 
tenir le développement d'une fonction suivant les puis- 
sances entières ascendantes ou descendantes de la va- 
riable. 

On a , par exemple , 
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dx 


l+JT 
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—dx{i — x+Jd — x*+ JT* — etc.) ; 


/ dx „ x' ad X* sd 

_=C+^__+___ + _-«0, 


La constante arbitraire C doit être déterminée de ma- 
nière que l’égalité des deux membres subsiste pour une 
valeur quelconque de x. Or, on faisant a:=0le premier 
membre se réduit à zéro , et la série du second membre 
disparaît. DoncC = 0; d’où l’on conclut 

x' jd JC* jd 

/(l+x) = :.--+3-^ + j-etc., 
comme on l’a vu U® 102. 


300. On a de la même manière 


arctang.j:= — Jc’+x* — x*+x^ — etc.), 

par conséquent 

r dx _ x^ x' jd ad 
arc tang.x =J — =C+ar- - + etc., 

et comme la constante est nulle , il vient 
x^ ad jd ad 

arctang. j:=x— 

comme on l’a vu dans le n° 115. ‘Remarquons , d’ailleurs, 
que cette série n’est convergente qu’autant que x ne 
surpasse pas l’unité. On peut en obtenir une autre qui 
soit au contraire convergente lorsque x surpasse l’unité 
en écrivant 
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d’où l’on déduit 


— ^«7 — . 


arc tang.or= C- 1 + ^ ^ ^ + rtc. 

et commex = ^réduit cette équation à C, on trouve 

«léfinitivement * ' 

TT 1 1 111 

arctana. x-= 1 ; H ; 1- etc. 

° 2 j: 3-t^ 5x 7x’ 

Cette série ne convient qu’autant que n est comprise 

1 

entre 1 ^ • 

301. L’équation 

J J M 13.5 , 1.3 5.7 , \ 

rf.arcsifi.ar = =dxi IH — x-\ xrA xa -j-'j-ptc l 

l/ÎHÏ* \ 2 2.* ^2 4.6 ^2.4.6.8 ^ 7 

donne de la même manière, en observant que la valeur 
de la constante est zéro 

1x3 1.3x’ 1.3.5X' 1.3.5.7X’ 

arcsin.x=xH + — - — h—; H U etc. : 

2 3 2.4 5 2.4.6 7 2.4.6.S 9 ’ 

et en faisant x = 1 on trouve cette expression du ]uom- 
bre V, 

s ^ 11 1.3 1 1.3 5 1 1. 3.5.7 1 

2 ^2 3 2.4 5 2.4.6 7. 2.4.6.S 9 

302. ' On peut d ailleurs obtenir le développement en 
série d’une intégrale demandée Jdx.fx, non-seulement 
en développant la fonction fx suivant les puissances de 
X , ce qui ne donne à intégrer que des termes de la forme 
aX"dx, mais en décomposant la fonction fx en deux 
facteurs, ou la mettant sous la forme <fx.-^x , puis déve-^ 
loppant un seul de ces facteurs , par exemple ^;,x. Le» 
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termes du développement qui doivent être iuté^és sont 
alors de la forme axf^.<^x.dx , et il est nécessaire que l'in- 
tégration puisse en être effectuée par les méthodes 
connues. 

Soit par exemple la différentielle 


djr= 


dx 

l^'(ax — x‘){l — bx) 


En développant le facteur (1 — bx) > il viendra 

f (i+Ux + l^ &3a:»+etc.\ 

*' 2 2.4 2.4.6 r 

Chaque terme de la série donne à intégrer une différen- 

tielle delà forme — ■ ■ ce qu'on peut faire d’après 

J/ ax — x' 

ce qui a été dit dans le n° 287. 


XXYIII. INTÉGRALES DÉFINIES. 

303. Revenons aux notions présentées dans les nu- 
méros 255 et suivants. Soit en général 

f{x).dx 

une fonction différentielle quelconque de la variable x, 
et désignons par 

F(x) 

l'intégrale de cette fonction différentielle, ou la fonction 
qui étant différentiée, auray(x).</x pour différentielle. 
Cela revient à poser 

d.Y{jx)x=f(^x).dx, 
ou plus généralement 
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rf[C+F(j:)] =/(x).dx, 

C désignant une quantité constante entièrement arbi- 
traire. Etla fonction F(x) pourra être déduite de la fonc- 
tion différentielle quand celle-ci sera donnée , 
au moyen des méthodes qui ont été exposées dans les 
articles précédents. Cela posé, d’après ce qu’on a vu 
dans les numéros 255 et suivants j- une fonction quelcon- 
que peut toujours être regardée comme étant la somme 
d’un nombre infini de valeurs de sa diflérentielle. Ainsi, 
l’expression 

C+F(x) 

représente en général la somme d’un nombre infini de 
valeurs de la diflérentielle J'{x).dx. Tant que la con- 
stante C demeure indéterminée la valeur de a; à partir 
de laquelle on a commencé à sommer les différentielles 
est également indéterminée; et quant à la valeur de ar à 
laquelle la somme se termine , c’est la valeur même 
de cette variaMe qui se trouve sous le signe de la 
fonction F. , 

Remarquons maintenant qu’un grand nombre de ques' 
lions importantes exige la recherche de la somme d’un 
nombre infini de valeurs d’une différentielle proposée , 
cette somme étant prise depuis une certaine valeur x« de 
X, à partir de laquelle les différentielles successives sont 
supposées s’ajouter les unes aux autres, jusqu’à une 
autre valeur x^ de cette m^e variable , au delà de la- 
quelle on cesse d’ajouter les différentielles. Cette somme 
s’exprime analytiquement d’une manière générale comme 
il suit , 

rxa, 

I dx./{x) ; 

J x„ 
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en plaçant au-dessous du signe f la valeur delà variable 
à partir de laquelle les dillérentielles commencent à être 
ajoutées , et au-dessus de ce signe la valeur delà variable 
à laquelle cesse cette additiop. L’expression dontils’agit 
est ce qu’on nomme une intégrale définie , en entendant 
par-là que l’intégrale, ou la somme des dillérentielles, 
est prisq entre des limites déterminées; Xo est la limite 
inférieure , et la limite supérieure de l’intégrale. Les 
intégrales définies constituent d’ailleurs , comme on le 
verra dans la suite , un nouveau genre de fonctions dont 
l’usage est fort étendu dans l’analyse. 

Par opposition aux intégrales définies , les géo- 
mètres donnent souvent le nom ^intégrale indéfinie à 
l’expression 

C-f-F(x) , 

dont la recherche a été l’objet des articles précédents , 
qui satisfait simplement de la manière la plus générale à 
la condition d’avoir fx).dx pour dillércnlielle , et qui 
représente la somme des valeurs de cette différentielle 
prise depuis une /valeur indéterminée de x jusqu’à la 
valeuV quelconque que l’on voudra attribuer à cette va- 
riable dans le terme F(x). Or, la connaissance de l’inté- 
gr.ale indéfinie d’uiie différentielle proposée donne en 
général immédiatement celle d’une intégrale définie re- 
lative à cette même différentfelle prise entre des limites 
•quelconques. En effet si l’on fait x=Xo dans l’expression 
C-I-F(x), on aura 

C-fF(xo) 

pour exprimer la somme des valeurs de la différentielle 
J{x),dx prises depuis une certaine valeur indéterminée 
•dex jusqu’à la valeur x„; et si l’on fait x = x„ dans la 
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même, expression, sans- changer la constante C , on 
aura 

C+F(jr« ) 

pour exprimer la somme des valeurs de cette diiiéren- 
tielle prise depuisla même valeur indéterminée de x jus- 
qu’à la valeur . Donc, la différence de ces deux e:^pres- 

sions, c’est-à-dire ' • 

. F(x«) — F(x.) 


représente la somme des valeurs de la différentielle dont 
il s’agit , prise depuis la valeur x^ de x jusqu’à la va- 
leur x^. 

On voit par ce qui précède que l’équation 
, , d.¥{x)=f{x).dx • 

entraîne généralement la suivante 
rxm 

I <£r^x)=F{x«)— F(x.) ^ 

J J?. 


c’est-à-dire que l’on a la valeur d’une intégrale déCnie en 
retranchant l’uné de l’autre les deux valeurs que prend 
l'intégrale indéfinie lorsqu’on y donne à la variaBle 
les valeurs correspondantes aux limites inférieure 
et supérieure entre lesquelles l’intégrale définie' doit 
être prise. 

30ii. Il résulte de ce qui précède ^que l’on obtient 
toujours facilement la valeur numérique d’une intégrale 

définie I dx.J\x), lorsqu’on peut obtenir sous forme 
' " x^ . . ^ . 

finie, ou en série convergente, la fonction F(x), d(>ntl# 

21 
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différentielle est dx.f{x). Cela n’est pas toujours pOssi'^ 
ble, et quand on ne peut y parvenir, on est obligé de 
calculer la valeur numérique dont il s’agit pat des mé- 
thodes d’approximation qui seront exposées dans la suite. 
Dans les cas même où la fonction F(x) peut être ob- 
tenue sous forme finie, l’usage des méthodes d’approxi- 
mrution est souvent préférable à la recherche directe de 
cette fonction. 


305. Les notions précédentes deviendront très-sen- 
sibles si l’on considère . comme on l’a déjà fait dans le 
n“ 256, la variable x comme l’abscisse , et la fonction 
F(x), ou plus généralement C+F(x), comme l’ordonnée 
d’une courbe. Une différentielle quelconque 

d[C+F(x)]=^x) .«tr 

de cette fonction représente l’accroissement infiniment 
petit de l’ordonnée lorsqu’on passe de l’abscisse x à l’.ib- 
scisse x-4^x. La somme de ces accroissements de l’or- 
. donnée qui ont lieu depuis une certaine valeur x„ de x 
jusqu’à une autre valeur x«, est évidemment égale à 
l’excès de l’ordonnée répondant à la dernière limite sur 
l’ordonnée répondant à la première limite , c’est-à- 
dire à y a — y O ou F(Xu) — F(xJ. 


306. Remarquons, d’ailleurs, que l’équation précé- 
dente 


I rfxyîx)=F(x«)— F(x.) , 

J Vo 

dans laquelle F(x) est telle que l’on a </.F(x)=<fx.y(x), 
ne s’applique pas aux cas où les fonctionsy^x) ou F(x) 
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^deviendraient mfinies pour une valeur de x comprime 
entre les limites jC» et de l’intégrale déGnie. En eflêt 
lorsqu’on a evposé dans le n*> 255 des considérations 
d’où il résultait qu’unè intégrale quelconque repré- 
sente toujours la somme d’un nombre inGni de valeurs 
de la dÜTérentielle , on a dû exclure les cas où les 
fonctions dont il s’agit prendraient des valeurs in- 
Gnies. 

Lorsqu’on demande la valeur d’une intégrale déGnie 

dx.f{x'), et qu’il arrive que la fonction f[x) devient 

inGnie pour une certaine valeur a de x comprise 
entre les limites x^ et x^ de l’intégrale , on ne peut ei| 
général obtenir la valeur cherchée qu’en partageant 
l’intégrale en deux parties, dont la première Gnit et 
don,t la seconde comiÿence à la valeur x=a , c’est-à- 
dire en considérant séparément les deux intégrales dé- 
Gnies _ i 

[a ÇXe, 

I dx.f{x) et I dx-Ax ) , 

« 

dont la somme donnera la valeur demandée. Cette sommé 
aura une valeur inGnie si les deux parties ont elles- 
inéines des valeurs inGnies et de même signe, ou si l’une 
seulement des deux parties est inGnie. Elle aura une 
valeur indéterminée si les deux parties ont des valeurs 
inGnies de signes contraires. EnGn elle aurait une va- 
leuf Gnie déterminée si les deux parties avaient des va- 
leurs Gnies. 

De même , s’il se trouvait entre les limites x„ et x^, 
deux valeurs a et a„ pour lesquelles y(x) devînt inGnie 
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on devrait partager de cette manière l’intégrale définie 
proposée , - , . 

j* dx.J{x)+[ ' dx.J\x)+\ dx.f[x), 

' J X, J a J a, 

et déterminer à part la valeur de chaque terme. Et ainsi 
de suite si le nombre des valeurs intermédiaires qui ren- 
dent /"(x) infinie était plus considérable. 

SOT. Il résulte de ce qui précède qu'il revient au 
même de changer le signe dont une intégrale définie 
' est afiectée , ou de renverser l’ordre des limites. Ainsi 

^Xu nx„ 

I dx.J\x)=~-\ dxj\x). 

J X, J Xa 

’ On peut d’ailleurs changer la variable x qui est sous 
le signe d’intégration définie , pourvu que l’on change 
en même temps les limites de manière à leur conserver 
les mêmes valeurs absolues. Si , par exemple , dans l’ex- 
" pression précé^e^te , on veut remplacer x par une nou- 
velle variable t, eu établissant entre ces deux quantités 
la relation quelconque jc=cy(t) on devra remplacer dx 
pair et x^, x^ par les valeurs de f qui seraient 

déduites respectivement des équations x:o=qi(.r], 

308. Nous remarquons enfin que la considération 
des intégrales définies peut servir à trouver le d^elop- 
pement connu sous le nom de théorème de Tayfoi^ et 
conduit à une expression remarquable de la partie que 
l’on néglige en s’arrêtant à un nombre déterminé de 
termes. D’après ce qui a été dit dans le‘n° 303 <» aura , 
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quelle que soit la fonction f, pourvu que cette fonction 
soit continue entre les valeurs a; et j: 4- A de la va- 
riable , ^ ■ , 

V ' . rx+h ■ ^ . 

ytx+A)— /tx)=J dx.f{x), ' 

f{x) désignant le coefficient différentiel ou la (onction 
dérivée du premier ordre de la fonctionyi[a;). Or, oa peut 
remplacer dans l’intégrale définie du second membre x 
par x-\-h — t, en désignant par t une nouvelle* variable , 
ce qui changera cette intégrale , en ayant égard à ce qui 
a été dit dans le numéro précédent, en, , 


\ ■ 


> '> I 

»» 


f® 

J 5 

en sorte qu’on peut écrire 


Ù‘- 


dt.f lx+h—t) ; 


rh • 

/[x+h)—f[x)—\ dtf[,xJrh—t ). 


Gela posé, considérons l’intégrale indéfinie» > 

,, , fdt.f{x+h—t)>. . - . . . ... 

* ' * t 

en lui appliquant le procédé de l’intégration parparties, 
on trouvera successivement . 

J'dx. f (x+A— 0= t../' [x-\rh—t)+fdt. t .f'(x+h—t), 

f •/" + J' di. ./"'(x+A—t) , 

j'dt.—f"{x-\^ — 0= ^ ■/"’{x+h—i)+J'dl.— .y'!’(x+A — t),. 

etc. 

et par çonséq.uent - , ' . . 
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fdtf{x+h^t)=t.f(^x+h—t)+^ /"(Jr+A— Ô+ ^/!"(jr+A— /)+ 

, • 

Donc, en prenant l’intégrale entre.les limites zéro et h, *• 


2 . 3 “ 


2 . 3 .*“ 

^ et en substituant cette valeur dans l’équation précédente^ 

il viendra 

/Ix+A)=ytx)+Ar (x)+ 1 f'{x)+^f"{x)+ ^^f^{x)+ 

A'^* fA 


■/): 


Si r on fait dans cette équation a;=0, puis que l’on 
écrive x à la place de fi, elle prendra la forme 


^x)=yi0)+x/'(0H.Çy”(0)+^/'"(0)+^/''’(0)+, 


X* 


X' 


2.2T 


2 . 3 . 4 " 




n est aisé de reconnaître d’ailleurs que. cette nouvelle 
expression du terme complémentaire de la série de 
Taylor comprend celle qui a été présentée dans les nu- 
méros 85 et 86. Mais tandis que celle-ci est indétermi- 
née, et fait seulement connaître les limites entre lesquelles 
la valeur du terme dont il s’agit est comprise, l’expression 
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sous forme d’intégrale définie détermine complètement 
cette valeur. 

XXIX. ÜSAGE DES INTÉGRALES DÉFINIES FODU l’ÉVALDA- 

* 

TION DES LONGUEURS DES COURUES , DES AIRES ET DES 
VOLUMES. 

, 1° Aires des courbes pisnes. 

309. Considérons une courbe quelconque i^pportée 
à deux axes rectangulaires. Proposons-nous de trouver 
l’aire de cette courbe , c’est-à-dire la valeur numérique 
de la surface comprise entre l’axe, la courbe et deux 
ordonnées quelconques. Désignons par 

y=m * • 

l’équation de la courbe , et parx„, or. les adiscisses qui 
répondent aux ordonnées par lesquelles l’aire qu’il 
s’agit d’évaluer est limitée^ On a trouvé dans le n* 156 
qu’en désignant par u la fonction de x qui représentait 
la valeur de l’aire comptée d’une origine quelconque 
jusqu’à l’ordonnée correspondante à l’abscisse x, la dif- 
férentielle de cette fonction était exprimée par 

du=jrdx. 

Or l’aire qu’il s’agit d’évaluer est évidemment la somme 
des valeurs en nombre infini que prend la différeo- 
tielle du lorsqu’on donné à x dans cette difierentielle 
toutes ses valeurs comprises entre x„ et Xu . Donc , con- 
formément à ce qu’(m a vu dans l’article précédent 
cette aire est exprimée par l’intégrale définie 
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11 est entendu que dans cette expression les limites et 
sont deux nombres donnés correspondants aux posi- 
tions des ordonnées qui terminent l’aire. Le résultat de 
l’opération indiquée par l’expression analytique dont il 
s’agit est également un^ nombre déterminé, représen- 
tant la valeur de cette aire. 

Mais on peut aussi imaginer' que la première limite 
X.. est seule donnée et fixe , et que la secmide limite 
est indéterminée et arbitraire. Alors on représentera 
Simplement cette seconde limite par x. 'Le résultat de 
l’intégration définie sera alors une fonction dé x repré- 
sentant l’aire qui- comme&ce à l’ordonnée correspon- 
dante à l’abscjÿsê X,, et qui se termine à une autre 
ordonnée quelconque correspondante à l’abscisse x. En 
désignant cette aire par «, nous écrirons donc ‘ - ' ' 



310. Si' la courbe proposéé est^ rapportée à des 
coordonnées polaires , son éqbation sera donnée sous 
la forme , 

r=/(o.), 

w désignant l’angle compris entre le rjyon vecteur dont 
la longueur est /• et une ligne fixé. L’airë u est ici l’es- 
pace triangulaire compris entre la courbe et deux 
rayons vecteurs formant avec' l’axe fixe, l’un l’angle «o, 
l’autre l’angle quelconque <>>. Comme l’on a trouvé dans 
le n« 199 ' ' , 

du — 4 r'du , 

2 
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1 f" 

«='l rfw.r’. 

2J0.. . • 


311. Soit, “par exemple, l’ellipse rapportée À ses dia- 
mètres rectangulaires , dont l’équation est 


X r 

7* ~ ’ 


a 


a et 6 désignant les demi->diamètres OÂ et OB (6g. 43). 
L’aire OBmp sera exprimée d’aj»^ le n' 309 par 


à 




1 V 


X désignant l’abscisse Op. Pouf obtenir la valeur de 
cette intégrale déOnie. il faut considérer l’intégrale in- 
dé6nie / </x|/ a* — x*. On pourrait la rendre ra- 
tionnelle en employant la transformation indiqu,ée 
n“ 276. Il serait plus simple Je là mettte sous la forme 

/ dx . et de considérer à ©art ks deux par-' 

r a'dx /* x'dx , , ' 

ties / . — / . dont la première s in- 

* 

tègre immédiatement d’après le n” 281 , < et dont la se- 
conde s’intégrerait en la considérant comme une di6é- 
rentielk binôme, et opérant d’ime manière semblable à 
ce qu’on a faitn* 287. Mais Usera plus simple encore de 
poser >■'.'■ • 

Ko’-^X’=<X, d’où x’= — ^ 

14-t 
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t désignant une nouvelle variable ; ce qui-donne 

1 \ r i a' r dt 

J dx Va'-x'=S^^dx = - rx’- - j *.x'= g “ 2 J TÏÏ? ’ 

par conséquent 

J dx ka*— x’=C+ î ta?— ^ arc tang. t , 

ou . 

j' dx ka’— x’=C+ ^ X l/a— J:’— " «’ arc tang 

puis en prenant l’intégrale depuis x=0 jusqu à x=x, 

/•x A ^ 1 /n ka’ — x’\ 

J^rfxk^W=-xka’-^+2a*(^2“^''® x / 

Œ -xka’ — x’H — arc tang. — ■ 

2 2 

1 ■ 1 X 

= -x|/a’-^x’+-o’-arcsû»-— 

L’expression de l’aire demandée est donc 

« = — ka*— x*+ — arc sm^ - 

2a 2 a 

a6 .X 

1 arc sin. — . 

2 2 a . ' 

« . 

Ck)mme — est l’aire du triangle Omp, bn voit que laire 
2 

a,b . ar- 
du secteur OBm est — arcsin. — . En taisant x=a, on 
2 a 

aura - — pour l’aire.OBA, et par conséquent nai pour 
l’aire entière de l’ellipse.* 
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312. Soit Fhyperbole rapportée à ses axes dont l’é- 
quation est 



En désignant par U l’aire h.pm {fig. 46), Op représentant 
l’abscisse x , on aura 

b 

U— - 

■ a 

Pour obtenir l’intégrale indébnie x’—a‘ , on fera 

comme ci-de!l6us. 



— «*= tx , d’où ~ , 

1— t' 

et ■ 

f dxl^x'—a^=/t.xdx=^tx ' — ^ f dt.x'ss- tjif—— 

J •' •22J a a J 1— t* 

Mais • 

' 


a:W=C-»- Wx’+£/LJ, 


r dxy:^'=c+ 1 X . 

J 2 4 


=C-|- ^ X ]>^x'—a ' — 

A 



et en prenant l’intégrale depuis a; = a jusqu’à x = x, il 
vient 
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L'expression de Taire hmp dont il s’agit est donc 


: ab x —a 

u= — yx—a —.1 

2a 2 a 

xy ab 


= _ //f +A 

2 2 ■ \o ■** 6 / 


OCY 

Gonune — représente Taire .du triangle Omj» , on 

.2 - 

voit que Taire _ du secteur 0mA est représentée par 
Q,b / X y\ 

— •/( — ^ ^ aire devient infinie lors^e Èe point 

m s’éloignant à l’infini le rayon Om se confond avec Ta- 
symptote. 

313. L’équation de l’hyperbole équilatère rapportée 
à ses asymptotes étant 


xy^- ou y=-. 


Taire représentée par u , cotnprise entre les ordonnées 
correspondantes aux abscisses x^, x, est exprimée par 


a> Ç^i 
u = — I 

2 }x- 


dx a X 

— ■ ou u= — . l — . 

X 2 Xo' 


Si Ton pose a=l, on a simplement 


1 Z'*' 

It= l — : 

2 


ainsi les logarithmes népériens des nombres donnent im- 
médiatement les aires de l’hyperbole équilatère. C’est 
par cette raisqp que ces logarithmes ont été nommés 
logarithmes hyperboliques. . ‘ ‘ 
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3H. L’équation de la Jmrabole, en comptant les or- 
données du sommet , est 

ou y=i )/'îpx. 

L’aire dmp (fig. h■^) est” donc représentée par 




dx 


qui revient à 


2 ,/— - 2 ‘ 

u=-y2px’, ou u=z-xy. 

.O 3 ^ . 

2 ' 

L’aire Qmp est donc les - du rectangle orrnp ; et l’aire 

• 3 

1 1 ' 

omr en est le - . 

3 

3l5. Si l’on considère la courbe dont l’ordonnée est 

a désignant une constante positive , et plus grande que 
l’unité , l’expression de l’aire (6g. 48) représentée 

par U, et terminée aux abscisses Op etOq, représentées 
par x^ et x , sera * - 

P 

u= I dx.a^ , 

J Xo 

à” 

et comme l’on a l’intégrale indéBnie Jdx a* = il 


viendra 


la 


L’aire comptée à partir de OB du côté des x positives 


— i 


sera donc — ^ — ; et l’aire comptée à partir de OB du 
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• côté des X négatives sera — — . Cette dernière expres- 
sion donne , en supposant j ^ pour l’aire comprise 
entre l’axe et la courbe prolongée à l’infini. 

316. Dans la cycloïde (fig. 49 ), les ooordonnées op, 
mp d’un point quelconque de La courbe étant représen- 
tées par x,y , on a , comme on l’a vu n” 178 , 

jc=R(u — sin.»), j''=R(l — cos.u), 

R désignant le rayon Gr du cercle générateur, et a l’angle 
mCr. L’aire omp sera exprimée par 


“=j: 


ydx ou 


• ru 

( = R* I <fw(l — cos.w)’. 
JO 


Mais on a 


— cos.*i)’=/rf«(l — 2cos.6»+cos.***)= — 2cos.»4-^cos.2m^ 


3 « . 1 . „ 

*!- »— 2sin.6i-t- - sin.2u. 
2 4 


Doiic 


it = R’^^ U — 2sin.u-(- î «n. 2u^. 


Cette formule donnera la totabté de l’aire omna , com- 
prise entre la première partie de la cycloïde et l’axe 0<i, 
en y faisant m=2jc. La valeur de cette aire est donc 3 jtR’ , 
c'est-4-dire le triple de l’aire du cercle générateur. 

On peut remarquer d’ailleurs que l’aire 

Oqtm-=fiqtp — 0mp=2Rj:— « • 

R» ' 

= — (ta — sin.ùcos.M) : 

2 ' ■ ' 
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donc i’espace Oqtm est égal à la partie rms du cercle 
générateur, et par conséquent' l’espai^ Qqtnm est égal à 
la moitié du cercle générateur. 

317. On pourra toujours, au moyen de l’opération qui 
vientd’étre expliquée, év,aluer imeaire quelconque com- 
prise dans un contour tracé sur un plan. Car soit 
{fig. 50) le contour dont il s’agit , rapporté à des coor- 
données rectangulaires. Désignons par x^, les ab- 
scisses extrêmes OP, OQ ; par X une abscisse quelconque 
Op,' et par y, et y, les ordonnées m,p et mp correspon- 
dantes à cette abscisse , et appartenant respectivement 
aux deux courbes M/»,N.et Mm,N qui fonnent le contour. 
Ces ordonnées doivent être données en fonctions de x, 
et il est visible d’après ce qui précède que l’aire Mto.Nto, 
est exprimée par l’intégrale définie 

f “dx{y^—y,). 

J Xo 

Si le contour Mm,Nm, est discontinu , et composé de 
parties distinctes , dont les ordonnées ne soient pas ex- 
primées par une même fonction de l’abscisse x, on pourra 
partager l’aire proposée , et l’intégrale définie qui en 
exprime la valeur, en plusieurs parties correspondantes 
respectivement aux portions du contour dont les ordon- 
nées ont une expression commune. La valeur de chacune 
de ces parties se calculera séparément. Dans les, cas 
mêmes où les ordonnées du contour ne sont pas données 
par une ou plusieurs expressions analytiques formées 
de l’abscisse X , mais où l’on connaît seulement les va- 
leurs numériques des ordonnées de certains points de ce 
contour, il existe, comme on le verra dans la suite , des 
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méthodes au moyen desquelles on peut évaluer approxi- 
mativement l’inté^ale définie par laquelle l’aire est re- 
présentée. 

318. Pour présenter une application de la formule.du 
n° 310, nous considérerons la spirale logarithmique, 
dont l’équation donnée n* 204. est 


L’aire triangulaire comprise entre la courbe et les deux 
rayons vecteurs r et r« qui forment entre eux l’angle w— w, 
sera donc 


c’est-à-dire 





4. /a 


Dans les cas particuliers où la^i , et r±=e“ , l’aire dont il ' 
s’agit est donc le ^ de la diflérence des carrés construits 
sur les deux rayons vecteurs. 

1° Ix)Dgaeurg des courbes planes. 

319. En appliquant ici les considérations qui ont été 
présentées dans le n* 309, et se rappelant que l’on a 
trouvé dans le n' 157 que la différentielle de l’arc d’une 
courbe rapportée aux coordonnées rectangulaires x, y, 

«t représentée par l’équation 

«tait exprimée par 

4s=dœ\/i+{^\ . . 
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on aura évidemment l’intégrale définie 




pour l’expression générale de la longueur de l’arc de la 
courbe compris entre les points correspondants aux ab- 
scisses Xa et X. 

320. De même, si la courbe est rapportée à des coor- 
données polaires , et représentée par l’équation 

r=/W: 

comme on a trouvé dans le n° 200, 

pour l’expression de la difl'érentielle de l’arc , on aura 




pour l’expression générale de la longueur de l’arc de la 
courbe compris entre les points correspondants aux va- 
leurs w, et U de l’angle qui détermine la direction du 
rayon vecteur. 

321. Si l’on considère, par exemple , comme dans le 
n" 312, l’ellipse rapportée à ses diamètres rectangulaires, 
do^t l’équation 


^+■^ = 1 donne r= - V' a’ — x'. ^ = — - 
a- b* a dx 

il viendra 

22 
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Jo V a a— 3 ? J O a[a—x) 

pour l’expression de l’arc compté du sommet dé la 
courbe jusqu’au point dont l’absdsse est x. Ein intro- 
duisant l’excentricité désignée par e dans le n’ 197, ou 
faisant a’ — b'=ae, cette expression s’écrfra 

,= 

JO 

On ne peut pas l’obtenir sous forme finie, mais on peut 
la développer en série convergente de diverses manières. 

JC 

Remarquant, par exemple, que— est toujours une frac- 
tion, on peut poser x=a cos. f, d'où dx= — 
et 

i = — af df — e’cos.’ip ; 

Jz 

S 

ou en développant (1 — e*cos.’iy)î’ , 

A \ Cf /«* . 1 l-3e‘ , 1.3.5e* . \ 

j + aj cos. f+2-cos. gCOS. p+__cos. ç4^tc.j. 


Or, on a , par la seconde des formules écrites n” 29Ü» , 


i 

J 

J 


1 . 1 - ■ 

<io.cos.’çs= — sm.ç.oos.ip+— ç+li , 

.i , 1.3 . . 1-3 _ 

<iç,cos.*ç=: jsm.ç.cos. <p+ — sm.j.cos.ip+— ç+C, 


<1 


, . 1 . , 1.5 . , 1 3.5 . 1.3.5 ^ 

«tp cos.^ = - yn.f.cos. f + j^gSm-^.cos. sm.f.cos.j+ f +C , 
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, . 1 . , 17 . , 1.5.7 . 

rff .cos. ? = 3 sin.f .cos.’»4-— sm.f .cos. Ÿ+ ■ ■ sin.y.cos. «> 

O 0.0 4«6.o 


1.3.5.7 . 1.3.5.7 - 

+ " - . - ;. -sin.y.cos.T+ ^ ^ — y+C, 


2,4.6.8 


etc.; 


et en prenant les intégrales depuis ®=— jusqu’à •»=s>, 


y d^.cos.‘f= lsin.|.cos.f— 1 0—?^, 

- • • ' V 

» » % . 

• ( 

fî . 4 1 . , 1-3 . 1.3 /ir \ 

I rf?.cos.V= jSin.ç.cos.’<f+— sin.f.cos.7 — — (5 — ? K 

S ' 

J ?, , i. ,• 1.5'. , 1.3.5. 1.3.5/ 

^ty.cos. ç=-sin.î.cos. ç+^-sin.f.cos. ?+2X6*‘“-?-‘=os-f— 2^6 V 
1 » , 
f’’ » . 1 . , 1-7 . 5 l.S.i . 

I df.cos. f=-sin.ç.cos.’î+— sin.<p.cos. <p+— - sin.ç.cos. ? 

J 7F V D.O 4.v#0 


etc.; 


1.35.7. 1. 3.5.7 /»r \ 

+ — sin.f.cos.® — — I ® I 

2.4.6.S ^ ^ 2.4.6.8V2 /’ 


0' 


ce qui donne les valeurs de chaque terme de la série 
précédente. 

Si l’on suppose x = a, et par conséquent cos. <fi = 1 ou 
ç=0, l’expression précédente de s donnera pour la lon- 
gueur du quart du contour de l’ellipse s 

Tzaf^ /I V .V .V 1/1-3.5.7 ,Y n 

2 \2/ 3V2.4®/ 5V2.4.6^y 7\2.4.6.8®/ 


32^. L’équation de l’hjperbole 


- dr 


— . — ^ = 1 donne r = - — a*. ^ ~ ^ t 

a b' ''a ’ dx a 
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et par conséquent 


J a '* ® J a a{x—a) 


ou, en faisant a+b'=ae, 


J a ^ ^ 


pour l’expression de l’arc compté du sommet de la 
courbe jusqu’au point dont l’abscisse est x. Comme 

O 1, . 

ICI X est toujours >■<*, nous poserons x= i — , dou 

cos. <p 

, a sin. ad'i 

dx= et • • , 

COS.<f ^ 


n .y-, Ç- P e / COS. <t 

s = <* I 7 “ y e — cos. ^' = a I . a* ^-y 1 

J cos.N> J, cos. e 

Ou , en développant ^ 1——^ j ’ 


r./ « 1 .11 

s— a I at. 1 l — — -icos. <f — - — ;cos.*v 

I cos.’vV 2e’ 2 4e^ 

1.3 1 . 1 . 3.5 1 , , \ 


ou 


r = fl«.tang.<f--<f-fl 1 rf<,^-_cos.V 

1.3 1 , 1 . 3.5 1 , .\ 


Les termes de' la série seront donnés par les expressions 
de Jdy. cos.'f, Jd(f.co$.*<f, etc. du numéro précédent, 
en supposant la constante arbitraire C égale à zéro. 
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• Remarquons que l’équation de l’asymptote étant 
-X, la distance du centre de la courbe au point de 


l’asymptote dont l’abscisse est x, est 




ex =- 


ae 


cos. <f 


Soit r cette distance : on aura 


1 — sm.^ a, , /I 1 

r — s=.ae H I a<?l - r-rcos.“ 

cos. t 2e J \2 4e’ 


1.3 1 


1.3.5 1 


si l’on iuppMe x = ^, et par conséquent cos. »=0 ou 

TT 

f = -, cette dernière foribule donnera pour la limite 
2 . » 

Ters laquelle tepd l’excès de r sur s , à mesure que l’ab- 
scisse X devient de plus en plus ^ande ^ en remarquant 

1 — sin. <t cos. ? , V \ 

que = : =0 lorsque <r = - , 

cos. f. 1-l-sin. tf ^ 2 / 

4eL^'^2\2ë/ 3\2.4 e*/ 4V2.4.6 

323. L’équation de la parabole 

y‘=2px donne y= V'ipx, ^ = V^Z.. 

dx 2x 

Ainsi, l’arc compris entre le sommet de la courbe et le 
point dont x est l’abscisse a pour expression , 


-r 


dx\ 1+^. 

2x 
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L’intégrale indéfinie / dx 1 + ■^ 




se trouvera en po- 


sant 


y/l+ — =r, d’où X: 
2x 


2 (<’— 1 ) ’ 
et 

Jdx\/l+ £.=/dx.t=xt-^Jxdt=xt—^ 
Comme l’intégrale Jp^ .= 


Tient 




"'-i'7ïî+<= 


=‘=V'-*éc-\-> 






+ C; 


+ 1 


et en prenant l’intégrale depuis x=0 juscpi’à x=x, 
on a 

2x 4 




ou 




1 2x+{^ 2px+4x* 

?: . 
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Soit maintenant comme dans len* 316 la courbe 
dont l’équation est 

{iy 

et donne — =:la.a"=la.y\ 

<Lx 

on aura donc 


ÇXt, 

t= I djcV'\-\-(la.a*)' 

J Xo 


pour la longueur de l’arc dont les extrémités correspon- 
dent aux abscisses et x. Pour trouver la valeur de 
cette intégrale définie, nous poserons 

dy , „ . . . dr , i dr 

— =/a.j'=tang.T, dou la.dy=^ — p, dx=-, 

dar ' cos. T la y 

1 dx 


la sia.r.cos.T. ’ 
et 

^ J To T 

Mais , par la quatrième des formules données n® 293, 

^ sin.r.cos. T cos. T J sin.T 

et par l’une des formules du n" 295 , on trouve 
dx 


Donc 


r^=Z.tang.I+C. 

J sin.T 2 

Il est sans doute superflu de remarquer que 
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T=:arc tang. {la.j\ est jci l’angle formé avec l’axe des x 
par la tangente menée à la courbe dans le point dont 
l’abscisse est x. 


325. Soit encore comme au numéro 316, la cyclol'de 
dont l’équation a été donnée n» 179 [Jig- 49 ). On aura 


dx 


k2K^— J'* 


dx 
ou = 


|/2r^— y' 


Or la différentielle dx 




del’arcd'unecourbe 


pouvant également s’exprimer par 
nous pouvons représenter ici par 





dy 


la longueur de l’arc compris entre l’origine de la courbe 
et le point dont l’ordonnée est y. Et comme on a 

dy 


r dy 

J I/2R—1 


-2k2R— ^+C, 


il vient 


|/2R=^ 

s = 4R— 2(/^k2R— 


Cette formule donnera la longueur de la moitié de la 
courbe en y faisant j'=2R. Cette moitié est donc égale 
à 4R, comme on l’a déjà remarqué n* 191. Si d’ailleurs 
on voulait compter l’ordonnée^ de baut en bas, à partir 
delà ligne nq, et l’arc s à partir du point n dans le sens 
nmo, on devrait écrire 2R— ^ à la place de_y et4R — s 
à la place de s , ce qui donnerait 

5=2kirt^. 
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326. Nous considérerons en6n la spirale logarith- 
mique dont l’équation, rapportée aux coordonnées po- 
laires , est 

dr 


r=e^‘ 


d’où 


da 


= = la.r. 


Il viendra, d’après ce qui a été dit n° 320 , 

/•w Tu 

s= 1 d<^ r'+{lay.r'-=\^ l+(/a)' I 

J Wo 

c’est-à-dire 

l^l+W , 

pour la longueur de l’arc compris entre les points de la 
courbe auxquels appartiennent les rayons vecteurs et r. 
Comme l’angle compris entre la normale et la courbe a 
pour tangente trigonométrique, d’après le n° 204, — la, 
Tangle compris entre la tangente et la courbe a pour tan- 

* . , . 1 . la 

gente trigonométrique—, et pour cosinus — :• — 

]/\MlaT 

est évident en effet , par la nature de la courbe dont il 
s’agit , que la difiérence de deux rayons vecteurs est à la 
longueur de l’arc qu’ils comprennent dans un rapport 
constant exprimé par ce cosinus. 

Lorsque l’équation de la spirale logarithmique est 
simplement r — e“ , on a s—\^ 2(r — ro). La longueur de 
l’arc compris entre deux points quelconques delà courbe 
est la difiérence des diagonales des carrés construits sur 
les rayons vecteurs appartenant à ces points. 


Il 
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3° Longueurs des courbes à double courbure. 

327. Une courbe à double courbure étant donnée par 
les équations ^ 

y—f{x), s = F(jt), 

on a trouvé dans le n° 227 , pour l’expression générale 
de la didérentielle de cette courbe , 


ds= dx 



D’après les principes établis au commencement de cet ar- 
ticle, on aura donc 



pour l’expression de la longueur de l’arc de la courbe 
dont les deux extrémités répondent aux abscisses et x. 

328. Soit , par exemple , l’hélice représentée par les 
équations 

JT = R cos. U, j^ = Rsin.a>, z — aR«p>, 

qui donnent 

dx = — Rsin.u.t/u, <(^=Rcos.t>>.<^, dz=dR.d 0 . 

L’expression précédente prendra la forme 



résultat qu’il est aisé de prévoir d’après la nature de la 
courbe. 
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4° Volumes des solides de réTolntion. 


329. Supposons que l’aïe d’un solide de révolution 
coïncide avec l’axe des x , et représentons par 

l’équation de la courbe plane dont la révolution autour 
de cet axe décrit la'surface du solide. Désignons par v 
la partie du volume du solide comprise entre deux plans 
menés perpendiculairement à l’axe Ox {fig. 51 ) par les 
points P,^, et qui est décrite par la révolution de la par- 
tie PMmjj de l’aire delà courbe génératrice. Soit x l’ab- 
scisse Op. Il est visible que quand x augmentera de’ûx 
représentée, sur la figure par pq, le volume v augmen- 
tera d’une quantité égale au volume décrit par la 
révolution de l’aire pmnq. Or ce volume, (en supposant 
^x assez petite pour que y soit constamment crois- 
sante ou décroissante dans l’intervalle pq) est compris 
entre ceux des deux cylindres ayant pour hauteur 
commune pq, et pour rayons pm et qn. Donc on a 


ou bien 




— <jt(r+Ar)’; 

AX AX 


et comme ces deux expressions ont pour limite com- 
mune, lorsque Ax devient de plus en plus petite, , 
nous devons en conclure 


dv 

dx 



ou dv?=vy'.dx. 
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pour l’expression générale de la différentielle du yolume 
représenté par t'. 

D'après cela l’on reconnaît immédiatement que l’in- 
tégrale définie 

J 

donne l’expression de la partie du volume d’un solide de 
révolution qui est comprise entre deux plans menés per- 
pendiculairement à l’axe aux distances Xo et x de l’ori- 
gine des coordonnées. 


330. Soit par exemple l’ellipsoïde de révolution dont 
l’axe de révolution est 2a , et dont l’axe perpendiculaire 
à celui-ci est 2i. L’équation de la courbe génératrice, en 
comptant les x du centre , est 


Donc 






dx(a’ — X*) , 


représente la partie du volume du .corps comprise entfe 
le plan perpendiculaire à l’axe qui passe par le centre et 
le plan mené à la distance x de celui-ci. Cette formule 
donne d’ailleurs 



En faisant x=a, on aura —ab' pour le volume de la 

O 

moitié de l’ellipsoïde de révolution. Le volume entier de 

4c * 

ce corps est donc 
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331. Ou calculera facilement d’après ce qui précède 
le volume de tout solide décrit par la révolution d’une 
figure plane quelconque autour d’un axe pris dansle plan 
de cette figure. Le volume du solide décrit par la révo- 
lution de l’aire Mm, Nm, [fig. 52 ) tracée dans le plan 
des xf autour de l’axe des x, est exprimé par l’intégrale 
définie 

. ÇXa 

i r.*), 

jCo etxu représentant la plus petite valeur OP et la plus 
grande valeur OQ de l’abscisse x, les valeurs des 

ordonnées m,p, mj> des deux lignes MroJV, Mn/,N qui ré- 
pondent à une abscisse quelconque x. 

5° Aires des surfaces de révolution . 

332. Considérons la surface décrite par une courbe 
plane quelconque Mm dont l’équation est 

.K=/W, 

lorsque cette courbe* tourne autour de l’axe Ox [fig. 51 ). 
Désignons par u l’aire de la partie de cette surface décrite 
par.la révolution de la partie Mm de la courbe. Soit x 
l’abscisse Op. Lorsque x augmentera de l’intervalle infini- 
ment petit dx représenté sur la figure par l’aire m 
augmentera de l’aire décrite par la révolution de l’élé- 
ment mn ou ds. Or, la courbe étant regardée comme coïn- 
cidant avec sa tangente dans l’étendue de cet élément , 
l’accroissement de u dont il s’agit sera regardé comme 
égal à la surface d'un cône tronqué dont pq est la hau- 
teur et dont mp et nq sont les rayons des deux bases. 
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Donc 


I V , 

►l , 


'du—7t{2y+dy)ds, 


et en supprimant les quantités infiniment petites du se^ 
coud ordre 


dw=.^r.y.ds ou du=2js.dx.y 
Ainsi nous aurons 


•V'KÈ)’ 


pour l’expression de l’aire de la surface de révolution qui 
est comprise entre deux plans menés perpendiculai- 
rement à l’axe aux distances Xa et x de l’origine des coor- 
données. 

333. Soit encore pris pour exemple l'ellipsoïde de 
révolution considéré dans le numéro 330. L’équation 
de la courbe génératrice donnant 

b./—, ; dy b X 

yz=:-ya'—x\ et ~^= 

/T * * H TT /T 




il viendra 


b , \ / . a'— b' . 

u=2n-j^dx^ a ^ ar , 

pour l’expression de l’aire de la partie de la surface com- 
prise entre le plan perpendiculaire à l’axe qui passe par 
le centre et un autre plan mené à la distance x de celui-ci. 
Supposons d’abord a^b, c’est-à-dire que l’ellipse a tourné 
, a'-U' 

autour de son grand axe, et posons — = e’ ; cette 
txpression deviendra , 




' ' * 


— 35i 


h 

u=2ic — I dxl/ a' — e'x' ; 


et si l’on écrit 


i r-r . 

u=2n — I edx^a' — e’x', 

on trouvera par le numéro 311 , 

^ i /I ly r*T 1 , 

m=2it — ( -ex K a’ — e x+ - a’, arc sm. — I 
aeV2 2 a ) 

, / \ / , e'x' a ex\ 

=Tto{ X \ / 1 — + — . arc sin . — I . 

\ V « e ' O, J 
En faisant x = a , il viendra , 

•sah 1 — e’+ — arc sin. e^ , 
ou 

( ab \ 

wl oH arcsin.el, 


pour l’aire de la moitié de la surface de l’ellipsoïde. 

Supposons en second lieu a<C,h, c’est-à-dire que l’el- 
lipse a tourné autour de son petit axe. En désignant tou- 
jours par e l’excentricité , on posera donc ^ — =e, et il ’ 

viendra 


^2»-J dxS^ — . 


qui peut s’écrire 


2rr Ç^be.dx\ / àVx’ 

“=tJ. — 
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On trouvera d’ailleurs, comme dans le numéro 312, l’in- 
tégrale indéfinie 



et en prenant l’intégrale de a:=0 à x=x. 



En faisant x=a , il viendra 


ou 



pour l’aire de la moitié de la surface de l’ellipsoïde. 

334. On pourra calculer, d’après ce cpii précède, l’aire 
de la surface d’un solide de révolution décrit par une 
courbe plane quelconque tournant autoui; d’un axe tracé 
dans le plan de cette courbe. En conservabt ici les déno- 
minations du numéro 331, l’aire de la surface décrite par 
la révolution de la courbe 52) autour de 

l’axe Ojr, sera évidemment représentée par l’intégrale 
définie 
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6° Volumes des solides d'une figure quelconque. 

335. Soit un solide dont la surface rapportée aux 
coordonnées rectangulaires x, y, z, est représentée par 
l’équation * 

z=f{x,jr) ; 

on présentera de la'manière la plus générale la question 
de l’évaluation du volume de ce solide si, ayant tracé sur 
leplau des xj [flg. 52 ), un contour quelconque 
on demande le volume compris entre le plan des xy, la sur- 
face du corps, et le cylindre dont le contour Mm Nm, est la 
basé et dont les arêtes sont parallèles à l’axe des z. Nous 
représenterons par et x^ les abscisses extrêmes OP et 
OQ de la ligne Mm Nm, ; parj>^_ et y, les ordonnées mj> 
et m J?, qui répondent à l’abscisse Op représentée par a;, et 
qui appartiennent respectivement aux branches Mm, N 
êtMm,N de cette ligne. Les quantités y, et^, seront des 
fonctions données de l’abscisse x. 

Gela posé , considérons la partie du volume demandé 
dont la base sur le plan des xjr est Mm,m,, et désignons 
par V sa valeur, qui sera une fonction de x. Lorsque l’ab- 
scisse 0/7, ou X, augmentera de la quantité infiniment 
petite représentée sur la figure par /jç, le volume v 
augmentera d’une partie également infiniment petite , 
dont la base sur le plan des xj est w n^nm^. Donc cette 
partie représente la différentielle di'. Et il résulte des 
notions présentées au commencement de cet article que 
l’on a 

23 
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et que le volume entier dont le contour est la 

base est exprimé par 



H s’agit mainten^mt d’exprimer analytiquement cette 
diilérentielle c’est-à-dire la partie infiniment petite 
du volume demandé, dont la base est partie qui 

n’est autre chose que la tranche de ce volume comprise 
entre deux plans menés parallèlement au plan Ae&yz, 
aux distances x et x->rdx de ce plan. Considérons un 
point quelconque m pris sur la ligne mfn^ : soit y la 
coordonnée mp de ce point : z-=f{xy) représentera l’or- 
donnée de la surface par laquelle le corps est terminé , 
qui répond au point m. D’ailleurs, considérons la partie 
mjt, vm de la tranche qu’il s’agit d’évaluer, partie qui 
est évidemment une fonction de Fordonnée mp, ou y. 
Il est visible que quand ^ croîtra de la quantité infini- 
ment petite dy représentée sur la figure par m^, la 
partie t/m de la tranche dont il s’agit croîtra d’une 
portion de volume infiniment petite du second ordre , 
dont la base est le rectangle Mais le volume dont 

il s’agit est évidemment compris entre deux prismes rec- 
tangulaires dont la base commune est nii/Ufi , dont l’un a 
pour hauteur la plus petite des ordonnées qui répon- 
dent aux quatre points m, t/, n, p,*et l’autre a pour hau- 
teur la plus grande de ces ordonnées. Et comme ces deux 
hauteurs ne diffèrent de l’ordonnée z du point m que 
d’une quantité infiniment petite , on doit les regarder 
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comme égales à z, par conséquent prendre le produit 
dx.dy.z pour l’expression de l’accroissement que subit 
la portion de la tranche dont la base est m,n,vm, lorsque^ 
augmente de Nous regarderons donc cette tranche 
comme la somme d’un nombre infini de différentielles 
exprimées dx.dy.z, expression dans laquelle dx est 
un facteur constant et commun. Il en résultera que si 
l’on prend V'mié^TaXe dxjdy.z entre deux limites cor- 
respondantes aux points m, et m,, c’est-à-dire depuis 
jusqu’à on aura un résultat qui ne différera 
du volume de la tranche cherchée que d’une quantité in- 
finiment petite du second ordre, qui doit être négligée 
par rapport à ce volume, qui est infiniment petit du pre- 
mier ordre. Nous écrirons donc 

J 

dv=-dx I dy.z\ 

Jy. 


et en substituant cette valeur dans l'expression précé- 
dente de V, il viendra 

rx 

v= I dx 

J J?. 

pour l’expression générale de la partie du volume de- 
mandé comprise entre des plans menés parallèlement ftu . 
plan des^z, aux distances x„ et x'de l’origine des coor- 
données. On aura , d’après cela , 




pour l’expression de la totalité de ce volume. 
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Ces formules sont appelées intégrales définies dou- 
bles parce qu’elles se rapportent aux deux variables x,y. 
On en déterminera toujours la valeur au moyen des 
procédés exposés dans les articles précédents. En effet , 
après avoir substitué pour z la valeur f{xy), on prendra 
par rapport à y l’intégrale indéfinie J djr.J[x,y), en re- 
gardant X comme une constante. Cette intégi'ale de- 
vant être prise entre les limites, y, qui représentent 
des fonctions données de x, le résultat de l'opération 
sera une fonction de x seule. Soit <J*(x) cette fonction : 

il ne restera plus qu’à prendre l’intégrale m dx.^{x). 

• Cf 

Remarquons, d’ailleurs, que l’on ne change rien à la 
valeur d’une intégrale dpfinie double en intervertissant 
l’ordre des intégrations successives qui ont lieu par rap- 
port à chacune des Variables. On a toujours 

çy. çy- p. 

. I dx I dy.z= I dy I dx.z-, 

J x„ J y, J y, J X, 

en désignant pj»T x^ et x^ les valeurs de x eny, tirées de 
l’équation de la courbe MN, appartenant respectivement 
aux deux parties de cette courbe qui limitent l’intégrale 
dans le sens des x, et parjj'o ely^ les valeurs extrêmes de 
l’ordonnée^ appartenant à la même courbe. Il est visi- 
ble , en effet , que l’une ou l’autre de ces expressions 
donne également la valeur du volume cherché. Mais il 
ne faut pas perdre de vue. que l’usage des expressions 
dont il s’agit suppose en général qu’il n’y ait aucune 
des valeurs de l’ordonnée z qui soit infinie dans les li- 
mites de l’intégrale. S’il en était autrement, on ne pour- 
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rait en obtenir la valeur qu’en la décomposant en par- 
ties distinctes, séparées par les ordonnées dont il s’agit. 

Si les valeurs de ces parties sont exprimées par des nom- 
bres infinis et de signes contraires, la valeur de leur 
somme, et par conséquent celle de l’intégrale proposée, 
est indéterminée. 

336. Admettons maintenant que la surface du solide 
soit rapportée à des coordonnées polaires. Nous regarde- 
rons la position d’un point quelconque m {fig. 53) de cette 
surface, comme étant donnée : lo par la longueur r du 
rayon vecteur Om dirigé sur ce point de l’origine 0 des 
coordonnées ; 2° par l’angle (p que la projection Om'de ce 
rayon vecteur sur le plan des xy forme avec l’axe des x ; 

3° par l’angle ^!< que le même rayon vecteur Om forme 
avec cette projection. Enfin nous supposerons que la 
surface du solide est donnée par l’équation 

On résoudra d’ailleurs la question dont il s’agit d’une 
manière aussi générale qu’il est nécessaire, si l’on déter- 
mine le volume compris dans uu cône ayantpour sommet 
l’origine ou pôleO, et pour base une portion quelconque 
donnée de la surface du solide. Le contour de cette base 
doit être déterminé, et il le sera si l’on conçoit qu’à une 
valeur arbitraire attribuée à l’angle cp , répondent deux 
valeurs'}', et}, de l’angle }, qui appartiennent respective- 
ment aux deux points du contour situés sur la branche , 
inférieure et sur la branche supérieure. 

Cela posé, soit un point quelconque m de la surface 
du solide, déterminé par les coordonnées 9 , ■} et r. Suppo- 
sons que 9 augmente de rf 9 , représentée sur la figure par 
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l’angle m'Ou ; et que \ augmente de dl ^ , représentée sur 
la figure par l’angle mOt^. Considérons la pyramide dont 
le sommet est le pôle 0, et qui a pour base le rectangle 
m^nv dont le plan est perpendiculaire au rayon Om. 
Comme le côté ma de cette base est égal à sa projection 
mu sur le plan des xy, et comme Op' est égal à r cos.^ji, il 
s’ensuit que ce côté mfi = rcos.'!<.dcp. Le côté mv est 
égal à r.d^. Donc le volume de cette pyramide est 


ou 


3 




i 

? 




et il est évident qu’il ne diffère que d’un infiniment petit 
du troisième ordre , du volume compris entre les faces 
latérales de la même pyramide et la surface du corps. 

Donc premièrement , si l’on prend l’intégrale 

rf-j».C 08 .:l/.r’, 

on aura le volume delà tranche du solide comprise entre 
les deux plans passant par l’axe des z, dont les traces sur 
le plan des xjr sont Om' et Ofi'- 

« 

Et en second lieu , si l’on prend l’intégrale 

-i rf^.cos.J-.r5 , 

on aura le volume de la partie du solide comprise entre 
les plans passant par Taxe des z, qui forment avec le plan 
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des xz les angles », et 7. Par conséquent, si et % sont la 
plus petite et la plus grande valeur de l’angle <f qui ap- 
partiennent à la base du cône , son volume entier sera 
représenté par 

— I d:f I rfil(.cos.]<.r®. 

^ J J •}, 

Les valeurs de ces intégrales doubles s’obtiendront évi- 
demment de la manière qui a été expliquée à la fin du 
n uméro précédent. 

337. Si le pôle était placé dans l’intérieur du 
corps, et qu’on voulût exprimer la valeurj du vo- 
lume entier de ce corps, on y parviendrait en prenant 


— — et pour les limites des valeurs de l’anglè i}/,'et 
2 2 

0 et 27 t pour celles de l’angle q>. Ainsi ce volume est repré- 
senté par l’expression 




cos.'l.r*. 


338. Pour donner une application de ces formules 
générales , soit un ellipsoïde rapporté à ses diamètres 
rectangulaires , dont l’équation est 


a' b' 



ou 



y 

P’ 


a, b, c désignant les trois demi-diamètres qui coïneident 
avec les axes des x , des^ et des z. La section de la sur- 
face du corps par le plan des xv a pour équation 
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et cette valeur forme la limite du corps dans le sens des 
y. Les limites du corps dans le sens des x sont données 
par les abscisses ar = — a et x=a. Donc le volume de la 
moitié de l’ellipsoïde située au-dessus du plan des est 
exprimé par l’intégrale double 



ou si l’on veut, 



puisque le premier membre représente évidemment 
l’aire d’un cercle dont le rayon est 
reste donc à prendre l’intégrale 


(^* — -^*) ji 




b\a^—x^) 
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339. Cette formule donne , conformément aux résul- 
tats démontrés par la géométrie, pour le volume de 

O 

la sphère dont a désigne le rayon. On obtient le même 
résultat d’une manière très-simple par la formule du 
numéro 337. En effet, l’équation dé la surface de la sphère 
étant r=a, cette formule devient ici 



Mais f dij;.cos.^=sin. i{/, et par conséquçût i di/. cos. j>=2. 

• J V , 


TT 

^2 


Il reste à prendre intégrale — ^ Ê dont la valeur 
ina* 

est—. .if. 

•j"* Aires des surfaces d’une figure quelconque. 


34-0. L’évaluation générale de l’aire d’une surface, 
dont nous supposons les points rapportés à des axes rec- 
tangulaires, dépend de considérations analogues à celles 
qui ont été présentées dans le numéro 335. Toute ques- 
tion de ce genre , qui pourrait être proposée -, se ramè- 
nera toujours à déterminer la valeur de la partie de l’aire 
d’une surface dont l’équation est 


qui est comprise dans un contour dont la projection sur 
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le plan des xy est une ligne quelconque donnée Mm,Nw, 
(//g. 5a). Conservons les dénominations du n° 335, et 
désignons par u la valeur de la partie de l’aire dont il 
s’agit, qui se projette sur le plan des jy en Mm, N/n,, et 
qui est une fonction déterminée de l’abscisse Op ou x. 
L’intervalle pq représentant dx, la partie de l’aire de la 
surface proposée qui se projette sur le plan des xy en 
m,nn^m^ représentera dv. On aura 

J JT. 

pour l’expression de v, et 



pour l’expression de la totalité de l’aire demandée, qui se 
projette en Mm,Nm,. Mais faire projetée en m,//,//,m, est 
la somme d’un nombre infini d’éléments dillérentiels, tels 
que celui qui se projette sur le rectangle nn^nu, dont le 
côté mt' est égal à dx , et le côté mu est égal à dy. On 
aura d’ailleurs fexpression de l’élément diflérentiel dont 
il s’agit en remarquant d’une part, que la surface pro- 
posée doit être regardée comme coïncidant dans l’éten- 
due correspondante à cet élément avec son plan tangent 
mené au point dont m est la projection ; et d'autre part, 
que l’aire d’une figure quelconque tracée sur un premier 
plan , est égale à faire de la projection de cette même 
figure sur un second plan divisée par le cosinus de 
l’angle compris entre les deux plans. Or, le cosinus de 
l’angle que le plan tangent à la surface proposée 
forme avec Iç plan des ay étant, d’après le 0 *^ 217, 
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4 - f-— ^ +1 » 3 évidemment 

.dæ/ xdyj ri- 

■^‘'^^(e)'+(^)'+‘' 

pour Pexpressioû de l’élément diflerentiel de l'aire de la 
surface (jui se projette sur le rectangle Il en ré- 

sulte qu’en omettant une quantité infiniment du second 
ordre, on aura 

v'(e)‘+(S)‘+'' 

y, jr^ représentant les Ordonnées m,p et mj> qui sont 
données en fonction de x ; et par conséquent , 

pour 1 expression de la portion de l’aire demandée qui se 
proJetteenMiJi,/»,, puis 

pour l’expression de la totalité de cette aire. 

341. Pious appliquerons cette formule générale à la 
recherche de 1 aire de la surface sphérique , dont l’équa- 
tion est 

x'+^’+z'=a' ou z= — x ' — ^’7" 

1 origine des coordonnées étant placée au centre, et a 
représentant le rayon. Cette équation donnant 

^ X dz y 

lya’—jr'—y'' \/a'—x'—f' 
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et la limite de la surface dans le sens des étant repré- 
sentée par l’écjuation 

x'+y' — a', ou yz=]/a'—x' , 

qui appartient à l’intersection de cette surface et du plan 
des xy; la formule du numéro précédent donnera 


f-A 


ya'—x' 




ou 


a r ^xr^-^ ' 

J -a ' 


x’ 

-|/a’ — x' 

pour l’aire de la moitié de la surface , qui est située au- 
dessus du plan des Mais on a 

r à,y 


= C-i-arcsin. ■ 


.1 ya'-x'-^' l/a’—x' 

et , en prenant l’intégrale entre les limites indiquées , 


i: 


dy 


Il reste donc à prendre l’intégrale 


na 




dont la valeur est 2na ; ce qui donne k-a pour la valeur 
de l’aire entière de la surface sphérique. 


FIN. 




< \ 
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